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8$0. 预备 知识 


要 理解 本 书 前 面 七 意 ， 只 须 具 备 初 等 代数 和 数学 分 析 的 基 硕 
知识 就 能 了 。 特 别 是 , 我 们 假定 薰 者 落 知 下 面 (GD 至 《7) 中 所 列 出 
的 概念 和 甘 果 .。 

(1) 数学 归 生 法 ; 代数 运算 的 交换 律 和 桔 合 律 ; 黎 性 租 合 ; 等 
价 关系 以 及 将 集 分 解 成 等 价 类 . 

(2) 可 列 集 ;可 列 个 可 列 集 的 僚 集 是 可 列 集 . 

《3) 实数 ; 数 直 焰 的 初等 度量 性 质 和 拓 盾 性 质 ( 酌 如 ， 有 理 数 
集 是 处 处 称 密 的 ， 每 一 个 开 集 可 以 表 为 可 列 个 不 相 交 开 区 交 的 借 
集 ); 海 尼 - 波 雷 耳 定理 。 

(4) 画 数 的 一 般 构 念 ;特别 是 数列 (就 是 以 正 整数 集 汶 定义 域 
的 画 数 ) 的 概念 ; 范 数 的 和 , 积 ; 函数 与 常数 的 弱 积 ; 夯 数 的 契 对 值 。 

(5) 实数 集 与 实 值 画 数 的 上 人 确 界 和 下 人 确 界 ; 实数 列 和 实 值 画 
数列 的 极限 , 上 极限 , 下 极限 。 

《6) 符号 十 co 和 一 00; 它们 和 实数 过 间 的 代数 关系 : 

〈 士 ce) 二 ( 士 co) 一 2 十 ( 士 oco) 一 ( 士 oo) 十 xX 二 土 00; 
士 co， 若 Z>0， 
2Z( 士 oo) = ( 士 co)z 一 10， 车 z= 二 0, 
干 00， 车 <<0， 
〈 士 co) 〈 士 co) 一 十 co， 
( 土 00) {于 00) = 一 00; 
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广义 实数 这 个 章 的 是 实数 或 符号 十 co 与 一 co 二 者 之 一 。 在 数 
[a 中 co 两 个 符号 , 称 为 扩 暇 的 数 直 搓 . 
C7) 如 了 采 zz 和 ?是 实数 , 则 


XUy= max{z,y)} = 五 (Z+y+ [zx—y|), 
zNy=min{z,y}= 诗 (Z+y—|z—y|), 


类 伺 地 ,如果 /和 g 是 实 值 画 数 , 则 fUg 和 Ng 分 别 是 由 等 式 
(CfUg) (2)=f(z) Ugg) 
和 
(ffle) (zr)=fF(D) NN glx) 
侈 定 的 丽 数 。 实 数列 {zx} 的 上 确 界 和 下 确 界 分 别 记 为 
Uz 和 MY,z,. 
按照 这 种 记 法 ,有 
lim sup, Tu = (Us., 
和 
: lim inf, ¢, = (J 2, zn 
在 第 八 章 中 要 用 到 度量 空间 的 概念 ,度量 空 于 的 完备 性 ,可 分 
性 ,以 及 定义 在 度量 空间 上 的 两 数 的 一 致 加 米 性 概念 ,此 外 ,在 第 八 
章 中 还 要 用 到 分 析 中 稍微 复杂 一 些 的 概念 , 例如 单 侧 连 续 性 概念 。 
第 九 章 最 后 一 节 需 要 用 到 齐 霍 庄 夫 关于 匀 积 空间 的 紧 性 的 定 
理 (对 于 可 列 个 因子 , 其 中 每 一 个 因子 是 一 个 区 间 ) 。 

一 般 认 来 ,在 每 章 中 都 将 自由 地 运用 以 前 各 童 的 精 花 ;唯一 的 
例外 是 最 后 三 章 中 井 不 需要 用 到 第 九 章 的 内 容 。 
在 第 十 、 十 一 和 十 二 章 里 ， 我 们 将 系 狐 地 运用 点 集 拓扑 和 拓 
站 群 论 中 的 构 念 和 竺 葵 。 我 们 在 下 面 列举 出 答 部 有 关 的 定义 和 定 
理 . 这 一 籍 附录 不 能 作为 拓扑 学 的 数 科 书 ， 力 是 为 了 达到 下 面 四 
个 目的 ; (1) 为 专家 指出 ,对 于 有 关 的 概念 和 精 论 ,我 们 需要 那 一 种 
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表达 的 方式 ; (2) 为 初学 老 指 鹉 , 在 进入 最 后 三 章 的 并 访 以 前 , 应 该 
熟悉 著 些 概念 和 千 论 ;(3) 性 明基 些 未 才 普 通 采 用 的 术 落 的 意义 ; 
《4 使 营 考 能 够 很 快 地 查 到 他 所 需要 的 东西 。 


拓 扑 空 区 


拓扑 空间 是 指 一 个 集 和 和 它 的 某 些 子 集 所 组 成 的 一 个 类 , 这 
全 类 包含 0 和 X， 井 旦 封闭 于 有 限 交 与 任意 儒 《〈 不 一 定 是 有 限 或 
可 列 ) 两 种 运算 :上述 集 类 中 的 集 称 为 和 中 的 开 集 。 珊 已 是 买 的 
子 集 , 如 果 存 在 开 集 的 叙 列 【《U。} 使 得 五 = 门 ”_; U0, 则 称 已 是 一 
个 Gr 集 。 由 全 体 Gs;- 集 钥 成 的 类 对 于 有 限 们 与 可 列 交 两 种 返 算 
是 封 丽 的。 拓扑 空间 称 为 离散 的 , 如 果 六 的 每 一 个 子 集 都 是 开 集 ， 
换 一 旬 话 座 ， 如 果 并 的 每 一 个 单 点 子 集 是 开 集 。 集 五 称 为 闭 集 ， 
如 果 和 一 刁 是 开 集 。 由 全 体 开 集 粗 成 的 类 包含 0 和 并, 大 旦 兰 闭 
于 有 限 全 与 任意 交 的 运算 . 的 子 集 忆 的 内 部 鳌 " 是 指 被 巴 所 包 
的 最 大 开 集 ; 已 的 于 包 互 是 指 包 含 瑟 的 最 小 于 集 。 集 的 内 部 是 开 
集 ， 于 包 是 开 集 。 如 果 瑟 是 开 集 ， 则 互 "= 如 果 忆 是 开 集 ， 则 
巨 = 五 集 世 的 开 包 是 由 一 切 具 有 下 列 性 质 的 点 xz 钥 成 的 : 对 于 包 
含 工 的 每 一 个 开 集 U，ENU 了 0。 如 果 瑟 = 了 X, 旧称 集 世 在 卫 中 
稠密 . 设 了 是 拓扑 空间 及 的 子 集 ,如 果 阅 中 被 称 为 开 集 的 子 集 可 
由 及 中 的 一 个 开 集 与 了 相交 而 得 ， 则 了 本 身 形 成 一 个 拓扑 空间 
(X 的 子 空间 ); 了 中 的 拓扑 糙 构 称 为 相对 拓扑 。 包 含 苹 中 的 点 工 
[或 了 的 子 集 Ej] 的 开 集 称 为 zx[ 或 已 ] 的 邻 域 , 设 B 是 由 开 集 组 
成 的 一 个 类 , 如 果 对 于 及 中 每 一 个 x, 并 对 于 xz 的 每 一 个 邻 域 U， 
存在 B 中 的 集 B, 使 得 zeBCU, 则 称 卫 是 一 个 基 。 数 直线 的 拓 
大 由 下 列 条 件 确 定 ， 田 任 体 开 区 间 钥 成 的 类 构成 一 个 基 。 设 有 一 
个 开 集 类 , 如 果 由 它 的 元 素 的 一 切 有 限 交 所 粗 成 的 类 构成 一 个 基 ， 
则 称 开 集 类 为 子 基 。 如 果 空 间 和 具有 可 列 的 基 ， 则 称 和 是 可 分 
的 。 可 分 室 间 的 子 空 间 是 可 分 的 。 


4 测 庆 葵 §0 


设 互 是 拓扑 空间 X 的 子 集 ， 如 果 开 集 类 下 能 使 ECUK, 旭 
称 儿 是 已 的 开 复 盖 .如 果 开 是 并 的 子 集 已 的 开 复 盖 , 而 大 是 可 
分 的 , 则 存在 K 的 可 列子 类 {及 1, Kz,…} 使 得 这 个 子 类 也 是 玉 的 
开 复 盖 。 如果 对 于 三 的 子 集 五 的 每 一 个 开 复 闭 玫 , 存在 K 的 有 
限 子 类 {Ki,…, 尺 , ) 使 得 这 个 子 类 成 为 忆 的 开 复 盖 ， 则 称 已 是 紧 
的 。 设 K 是 一 个 集 类 ， 如 果 K 的 任何 有 限 子 类 具有 非 空 的 交集 ， 
则 称 多 具有 有 限 交 的 性 圈 。 空 间 瑟 为 紧 的 必要 和 充分 条 件 是 : 每 
一 个 有 具有 有 限 交 性质 的 于 集 类 有 一 个 非 空 的 交集 . 证 五 是 王 中 的 
集 , 若 存在 紧 集 令 列 {C。) 使 得 EE= 则 3- C 则 称 五 是 o- 紧 的 。 
如 果 空 间 和 中 的 每 一 个 点 具有 关 包 为 紧 集 的 邻 域 , 则 称 了 是 局 部 
紧 的 。 裔 已 是 局 部 紧 空 间 的 子 集 , 若 存在 紧 集 C 使 得 下 CC， 则 称 
妃 是 有 界 的 。 局 部 紧 空 间 中 全 体 有 界 开 集 组 成 的 类 是 一 个 基 ，。 有 
界 集 的 并 子 集 是 紧 集 。 设 五 是 局 部 紧 空 间 的 子 集 ， 若 存在 紧 集 的 
斤 列 (Cn) 使 得 EC 2-C 则 称 已 是 o- 有 界 的 。 对 于 每 一 个 局 
部 紧 但 坤 非 紧 的 丘 扑 空间 交 , 存在 紧 空 间 和 ,和 * 包含 了 ,并 包含 
下 以 外 的 恰好 一 个 点 x*; 我 们 设 : 怀 由 于 点 x* 而 紧 化 成 为 玉 *。 XX 
中 的 开 子 和 集 以 及 及 中 紧 开 子 集 的 余 集 (对 于 和) 构成 X* 中 的 开 
集 。 

设 {Xi:ie 站 是 一 个 拓扑 空间 类 ， 这 个 类 的 苗 卡 儿 么 积 空间 
一 X (Xi:i67] 指 的 是 定义 在 7 上 若 具 有 下 列 性 质 的 一 切 画 数 x 
所 姐 成 的 集 ;对 于 了 中 每 一 个 i,z(i)eX;。 对 于 了 中 任意 固定 的 io， 
以 五 ,表示 Xi 中 任意 一 个 开 子 集 ,而 当 i 坟 io 时 ,凑合 互 二 邓 ;; 卫 中 
的 开 集 是 由 下 列 条 件 人 确定 的 ;由 一 切 形 如 XX { 巨 :itT) 的 集 粗 成 的 类 
构成 一 个 子 基 。 定 义 在 卫 上 由 等 式 5.(z) 一 x(i) 确定 的 画 数 5 是 
连 秆 的 .任何 紧 空间 类 的 饭 卡 儿 乘 积 空 间 是 紧 空间 , 

如 果 拓 扑 窒 立 中 任意 两 个 不 相同 的 点 具有 不 相交 的 邻 域 ， 甚 
称 这 个 拓扑 罕 关 为 辽 司 道夫 空间 。 襄 司 道 夫 绽 阅 的 任意 两 个 不 相 
交 的 紧 子 集 具 有 不 相交 的 邻 域 ， 豪 司 道 夫 空 闻 的 紧 子 集 是 表 集 ， 
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如 果 局 部 紧 宏 问 是 罕 滞 道夫 宏 闻 或 可 分 安 问 ， 划 它 的 紧 化 宏 闻 也 
分 别 是 肾 司 道夫 空间 或 可 分 空间 。 定义 在 紧 集 上 的 实 值 束 著 珊 数 
十 有 界 的 。 
设 环 是 拓扑 空间 , 我 们 用 记号 多 (或 多 (X)) 表 示 定 义 在 六 上 
并 灌 足 下 列 条 件 的 一 切实 值 连 积 画 数 f 所 姐 成 的 类 对 于 六 中 任 
意 的 xz,0 志 f(z) 志 1。 设 了 是 察 司 道 夫 实 间 ， 如 果 对 于 六 中 每 一 
个 点 > 考 对 于 每 一 个 不 包含 y 的 闭 集 包 存 在 .8 中 的 落 数 5 使 得 
f(y) 一 0 并 使 得 当 丈 及 时 大 zz) 一 区 旭 称 天 是 完全 正则 的 。 局 部 紧 
察 司 道夫 侄 闻 是 完全 正则 的 。 
设 瑟 是 一 个 集 , 在 和 x 瑟 上 定义 一 个 实 值 画 数 4( 称 为 距离 )， 

满足 下 列 性 质 : 

atx, y)>0, 

dlzr,y)=0, 当 而 且 只 当 X==y 时 

d(x,y)=d(y, 7), | 

d(xr,y) dlr,z) + d(z,y), 
剧 称 六 是 一 个 度量 空间。 设 思 和 是 度量 宏 间 的 非 宏 子 集 , 则 
称 d(E, 耳 ) 一 inf {d(x,y): XeE, yeP 为 互 和 三 之 轩 的 距离 。 如 
果 下 二 {Xz0) 是 一 个 单 点 集 ， 则 将 CCE, (zo)) 简 记 为 4 (CE z)。 在 
度量 空间 蕊 中 子 集 瓦 ={z:CgCzo 2)<70}》 称 为 以 工 , 汶 中 心 ， 以 7 
为 半径 的 球体 ,其 中 zo 十 一 个 点 ,76 是 一 个 正 数 。 度 量 空间 的 拓 
扑 由 下 列 条 件 确 定 ， 出 一切 球 体 钥 成 的 类 和 构成 一 个 基 。 度量 空 辐 
是 完全 正 旭 的 。 度 量 空 间 中 的 于 集 是 Cr 集 。 要 使 得 度量 空间 是 
可 分 的 , 必须 而 且 只 须 , 它 包 含 一 个 稠密 可 列 集 。 设 匹 是 度量 空间 
的 一 个 子 集 ， 寿命 CD) =d(E, 2z), 则 了 是 一 个 连 种 图 数 ， 圭 且 
互 = {x:f(Z) 二 0}) .如果 六 是 数 下 厂 , 或 有 限 条 数 直 粮 的 笛 卡 多 节 积 
空间 , 基 X 是 局 部 紧 的 可 分 豪 司 道夫 宏 间 ;如 果 定 义工 = (zt Zn) 


与 ?= (yo…, yx) 间 的 距离 为 dm 力 一 (如 (zi 一 yD 则 太 


isnt 
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是 一 个 度量 空间 。 数 直线 上 的 闭 区 闻 是 其 集 . 

从 拓扑 空间 互 映 入 拓 扫 空间 工 的 变换 了 称 为 连续 的 , 如 果 
每 一 个 开 集 的 道 映 像 仍 为 开 集 , 换 一 句 话 设 , 如 有 果 每 一 个 闭 集 的 逆 
映像 仍 为 团 集 . 如果 变换 了 工 将 了 中 的 任意 开 集 映 为 了 中 的 开 集 ， 
则 称 工 是 一 个 开 变 换 。 家 B 是 了 中 一 个 子 基 ， 则 了 为 连 粮 的 必 
要 和 充分 条 件 是 ， 对 于 每 一 个 BeB，7 (DB) 是 开 集 . 设 了 是 六 
在 Y 上 的 连 积 变 换 , 并 且 X 是 紧 的 , 则 站 也 是 紧 的. 设 荆 是 X 在 
Y .上 的 一 个 一 一 连 各 变换, 井 且 它 的 道 变换 也 是 加 和 矿 的 , 则 称 了 是 
一 个 同 胚 ， 

实 值 连 材 函数 项 的 一 致 收 伍 圾 数 之 和 是 回炉 的 。 如 果 洲 和 & 
古 实 值 连 积 落 数 , 则 JUg 和 fflg 都 是 过 和 矿 的 。 


拓 扑 和 群 


在 非 空 集 忆 中 定义 一 种 满足 结合 律 的 乘法 如 下 : 对 于 六 中 任 
意 两 个 元 4 和 5, 方程 cz=5 和 ya==b 都 可 解 ， 则 称 羡 是 一 个 
群 。 在 每 一 个 烙 和 中 ， 存 在 唯一 的 一 个 单位 元 罕 e, 满足 下 述 关 
系 : 对 于 居中 每 一 个 z, ez= ze=z。 玉 中 每 一 个 元 素 工 有 了 唯一 的 
一 个 邀 元 素 x-'， 满足 关系 zz 一 1z=e。 珊 了 是 和 的 非 几 子 
集 , 若 对 于 了 中 任意 两 个 元 素 和 和 有 x-iye Y, 旭 称 了 是 习 的 
子 群 。 若 巨 是 群 筷 的 任意 子 集 ， 我 们 以 书 -: 表示 由 一 切 形 如 x- 
的 元 素 粗 成 的 集 ， 其 中 ze E; 车 已 和 下 是 群生 的 任意 两 个 子 集 ， 
以 BF 表示 由 一 切 形 如 zxy 的 元 素 租 成 的 集 , 其 中 zc, yeF， 要 
使 得 群 X 的 非 空 子 集 了 是 一 个 子 群 ， 必 须 而 且 只 须 Y-'YCY. 
如 果 zeX; 上 将 {xz}E 和 E{z} 分 别 简 记 为 XE 和 Ex; xE 和 Ez 
分 别称 为 五 的 左 转 移 和 右 转 移 。 如果 了 是 群 了 的 子 群 , 草 集 XY 
和 Yz 分 别称 为 了 的 左 和 右 隔 集 。 设 了 是 群 和 的 子 群 , 如 果 对 于 
义 中 每 一 个 工 有 zxY 二 Yz, 则 称 了 是 和 的 不 变 子 群 (或 正规 子 
群 )。 设 了 是 及 的 不 变 子 群 , 中 是 由 了 的 一 切 陪 集 租 成 的 类 ,在 刁 
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中 定义 一 种 乘法 如 下 , 对 于 关中 任意 两 个 元 素 天 和 区 ,它们 的 
乘积 是 集 六 2， 则 习 是 一 个 群 ; 这 个 群 称 为 广 对 于 了 的 因子 群 ， 
记 为 /Y。 关 的 单位 元 素 2 就 是 Y。 设 了 是 群 筷 的 不 变 子 群 ,对 
于 XX 中 每 一 个 z， 会 Cr) 为 包 禽 工 的 了 的 陪 集 ， 旭 称 变换 和 元 是 
及 在 及 上 的 射影 。 设 荆 是 群 X 在 群 了 夫 的 一 个 变换 , 如果 对 于 
X 中 任意 丙 人 元 素 < 利 y, 有 T(xy) =T(Cz) T(y), 旧称 了 是 一 

同 态 。 群 了 在 一 个 因子 群 六 上 的 射影 是 一 个 同 态 。 

设 群 立 是 一 个 豪 司 道夫 宏 间 ,如 果 将 (zy) 变 为 x-'y 的 变换 
《Xx 在 了 上 ) 是 连 积 的 ,旧称 卫 是 一 个 拓扑 群 。 设 六 是 由 拓扑 
群 中 包含 单位 元 素 e 的 开 集 组 成 的 一 个 类 , 如果: 

(1) 对 于 每 一 个 异 于 e 的 z,， 存在 N 中 的 集 口 使 得 ze'U， 

(3) 对 于 和 中 任意 两 个 集 和 人 凤 存在 N 中 的 集 W 使 得 
WCUNT, 

(3) 对 于 NN 中 任意 的 集 局 存在 NN 中 的 集 V 使 得 VT'VCU, 

(4) 对 于 N 中 任意 的 集 U, 并 对 于 基 中 任意 的 元 素 xz， 存在 
N 中 的 集 玉 使 得 VCzrzUzx 

(5》 对 于 NN 中 任意 的 集 U, 并 对 于 中 任意 的 元 素 x, 存在 

N 中 的 集 了 使 得 VzCU, 
则 称 N 是 一 个 在 点 e 处 的 基 。 由 e 的 一 切 邻 域 粗 成 的 类 是 一 个 在 
e 处 的 基 ; 反之 , 如 果 在 任意 一 个 群 甩 中, N 是 满足 上 述 五 个 条 件 
的 集 类 ， 车 取 由 N 中 之 集 的 一 切 转移 程 成 的 类 作为 一 个 基 ， 姑 对 
于 如 此 定义 的 拓扑 和 糊 构 而 言 ，X 成 为 一 个 拓扑 群 。 设 是 e 的 一 
个 邻 碟 ， 垦 果 V 一 7 5 则 称 了 是 对 称 的 : 由 e 的 一 切 对 称 邻 域 粗 
成 的 类 是 一 个 在 e 处 的 基 。 如 果 N 是 一 个 在 e 处 的 基 , 下 是 关中 
任意 一 个 并 集 , 唱 f= 由 {UF: Ue N}. 

拓扑 群 XX 的 子 群 [或 不 变 子 群 ] 的 阴 包 是 XX 的 子 群 [或 不 变 子 
群 ]。 设 了 是 拓扑 群 互 的 一 个 于 的 不 变 子 群 ,， 如 果 将 群 驴 一 已 /站 
中 上 共有 下 述 性 时 的 子 集 称 为 开 集 : 它 在 变换 区 之 下 的 道 映像 是 六 
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中 的 开 集 , 则 区 是 一 个 拓扑 群 , 井 且 和 在 六 上 的 射影 地 是 一 个 开 
的 连 积 变 换 ， 

设 C 是 一 个 紧 集 , U 是 拓扑 群 六 中 的 一 个 开 集 ;并且 CC 也 
则 存在 。 的 邻 域 也 使 得 VCVCU。 座 C 和 DD 是 两 个 不 相交 的 紧 
集 , 区 存在 e 的 邻 域 使 得 UCU 和 UDU 不 相交 。 设 C 和 成 是 
任意 两 个 紧 集 , 划 C-: 和 CD 都 是 紧 集 . 

设 五 是 拓扑 群 不 的 子 集 ， 如 果 对 于 e 的 每 一 个 邻 域 0， 存在 
有 限 集 {zb …, zw}( 当 E 关 0 时 可 以 假定 这 个 集 是 巨 的 一 个 子 集 ) 
使 得 EC Ux; D， 则 称 已 是 有 界 的 ; 在 并 为 局 部 紧 的 场合 , 这 
个 定义 与 前 面 所 述 的 局 部 紧 空间 中 有 界 集 的 定义 相符 合 。 如 果 定 
义 在 下 上 的 实 值 速 矿 画 数 /能 使 VCF) = {zx:f(z) 关 0} 为 有 界 集 ， 
则 按照 下 述 意 义 称 /为 一 臻 连续 的 : 对 于 每 一 个 正 数 s, 存在 e 的 
” 邻 域 DC 使 当 zizz'eU 有 | f(z) 一 f(x2) | 过 é. 

如 果 在 拓扑 群 中 ,单位 元 素 e 具有 有 界 邻 域 , 则 称 拓扑 群 是 局 
部 有 界 的 。 对 于 等 一 个 局 部 有 界 的 拓扑 群 X， 存 在 一 个 局 部 紧 的 
拓扑 群 X*, 使 得 卫 成 为 X* 的 一 个 稠 窗子 群 ; X* 称 为 又 的 增补 ， 
它 在 精确 到 一 个 同 构 的 程度 内 是 唯一 人 态 定 的 。 局 部 紧 群 的 任何 并 
子 群 和 因子 群 是 局 部 紧 群 。 


第 一 章 
集 与 类 


$1. 集 的 包含 关 条 


在 这 本 书 里 面 ， 和 集 这 一 个 名 词 总 是 了 解 为 狂 定 的 集 的 一 个 于 
集 。 除了 特别 指出 用 不 同 记 号 的 地 方 以 外 , 我 们 总 是 以 站 表示 这 
个 欠 定 的 集 。 革 的 元 素 称 为 点 ; 集 且 有 时 第 的 是 空间 ,或 整个 宏 
阅 。 本章 的 目的 是 要 对 有 关 集 论 的 一 些 基本 概念 加 以 解释， 井 拨 
述 一 些 在 以 后 的 章节 里 释 常 亚 用 到 的 主要 业 论 ， 

如 果 袜 是 买 中 的 一 个 点 , 下 是 于 的 一 个 子 集 ， 我 们 用 下 面 的 
记号 表示 z 属于 三 (也 就 是 酸 , 工 是 五 中 之 点 的 一 个 )， 

rEE: 
如 果 工 不 属于 五 ,我 们 就 用 下 面 的 记号 来 表示 ， 
xebE. 
因此 , 对 于 六 中 的 每 一 个 点 Z， 我 们 有 
Zz 及， 
而 对 了 于 了 中 任何 一 个 点 工 都 不 化 有 
， | ze XX 
如 果 五 和 并 都 是 天 的 子 集 , 划 记号 
ECF 或 FOE 
表示 五 是 下 的 一 个 子 集 , 也 就 是 识 , 里 面 的 每 一 个 点 都 属于 下 
因此 ,对 于 每 一 个 集 B， 我 们 有 
| ECE. 


10 测 庆 论 §1 


设 有 二 集 允 和 媳 当 它 们 恰好 含有 相同 的 点 的 时 候 , 而 且 只 在 这 时 
候 ， 它们 玫 是 相等 的 ; 换 一 句 话 诈 , 当 而 且 只 当 
ECF 和 FCE 
时 , 互 和 下 称 为 相等 。 这 一 个 定义 为 我 们 指出 了 一 个 重要 的 原则 ， 
要 证 明 两 个 集 相等 ， 了 唯一 的 方法 就 是 分 别 送 明 每 一 个 集 里 面 的 任 
意 一 点 属于 另 一 个 集 . 
为 了 便利 起 见 , 引进 一 个 不 含 任何 点 的 集 ， 称 为 空 集 ， 我 们 用 
0 这 个 记号 来 表示 它 。 对 于 每 一 个 集 E, 我 们 有 
OCECX; 
对 于 每 一 个 点 xX, 有 
re0., 
除了 点 集 以 外 , 我 人 常常 会 再 到 以 集 为 元 素 的 集 。 例 如 , 股民 
为 实数 贰 , 则 一 个 区 间 就 是 一 个 集 , 也 就 是 关 的 一 个 子 集 , 但 一 切 
区 于 所 成 的 集 则 是 一 个 以 集 为 元 素 的 集 。 为 了 明 食 起 尼 ， 以 集 为 
范 素 的 集 称 为 类 。 关 于 集 的 记号 和 术语 ， 可 以 同样 地 用 之 于 类 。 
例如 , 珊 五 是 一 个 集 , 而 卫 是 一 个 类 , 则 记号 . 
EceE 
表示 集 了 上 属于 类 E( 或 者 襄 , 是 上 的 一 个 成 员 , 请 是 EE 的 一 个 元 
素 ) 又 如 记 和 F 是 两 个 类 , 则 记 号 
ECF | | 
表示 上 是 的 一 个 子 类 , 也 就 是 府 , EE 里 面 的 每 一 个 集 和 都 属于 王 。 
在 极其 个 别 的 场合 下 ,我 们 也 会 过 到 以 类 为 元 素 的 集 ,我 们 用 
总 类 这 个 名 词 来 称呼 它 。 例 如 , 设 及 是 欧 几 里 得 斑 面 , EE, 是 由 至 
原点 距离 为 y 的 水 平 直 线 上 一 切 区 间 粗 成 的 集 , 划 每 一 个 卫 , 是 一 
个 类 ,一 切 这 样 的 类 所 成 的 集 就 是 一 个 总 类 。 
(1) 在 集 与 集 之 并 , 关 和 一 具有 自 反 性 和 推移 性 ; 当 而 且 只 当天 是 空 集 
时 ,对 称 性 质 成 立 . 
(2) 证 式 是 由 所 的 一 切 子 集 组 成 的 类 ， 当 然 了 世 包含 空 集 0 和 整个 空 半 
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天 在 内 ; 设 + 是 六 的 一 个 点 , 五 是 天 的 一 个 子 集 (也 就 是 XX 的 一 个 成 贡 )， 
王 是 由 天 的 某 些 子 集 组 成 的 类 (也 就 是 买 的 一 个 子 类 ), 如 果 2& 和 ?2 互 不 相 
关 地 各 代表 记号 4 瓦 ,不 ,EX 中 之 一 , 则 形 如 

tev 或 化 过 过 
的 五 十 个 关系 式 中 , 有 些 关 深 式 一 定 成 立 , 有 些 可 能 成 立 ， 有 些 一 定 不 成 立 ， 
有 些 然 意 义 . 例如 uev 只 有 当 左 端 是 x, 右 端 是 巨 或 耻 , 或 者 左 端 是 五 或 
下 而 右 端 是 EE 或 X 时 于 有 意义 。 


82， 倍 集 与 交集 

设 玉 是 由 六 的 子 集 租 成 的 任意 一 个 类 ,一 切 至 少 属于 EE 中 一 
个 集 的 点 租 成 一 个 集 , 这 个 集 称 为 E 中 之 集 的 癸 集 ;我 们 用 下 面 的 
记号 来 表示 它 

UE 或 U {E: EeE)}. 

第 二 个 记号 是 一 种 常用 的 重要 记 法 的 应 用 。 设 有 一 个 集 ， 扩 
工 表示 这 个 集 的 一 般 元 素 ; 如 果 对 于 每 一 个 xX, T(z) 是 有 关 z 的 
一 个 命题 , 划 记 号 

(xz: zDD} 
表示 能 使 命题 XCz) 成 立 的 一 切 点 二 粗 成 的 集 。 如 果 {7T, (2)} 是 
有 关 z 的 命题 的 一 个 叙 列 , 则 记 号 
{Tx: Tz), Mar), 
表示 能 使 命题 
zx (2D， n=1,9,.. 
全部 成 立 的 一 切 点 之 租 成 的 集 。 更 一 般 的 ， 如 果 对 于 某 一 个 指标 
集 三 的 每 一 个 元 素 汶 有 一 个 有 关 工 的 命题 zt) (x), 我 们 用 记号 
{zx: zy Cx), y ETY 
表示 对 于 了 中 每 一 个 ?命题 区 (x) 成 立 的 一 切 点 xz 租 成 的 集 . 由 
此 有 
{2Z2 reEE}=E 
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利 
{E: EceE}=E. 
更 富 于 习 发 性 的 例子 是 
{ 0O<tis 匡 
《一 单位 开 区 闻 )， 


《Gy : T+ =1} 
《一 平面 上 单位 圆 的 周 界 上 的 点 集 )， 和 
(22: n=1,2,...} 
《二 本 身 为 平方 的 正 整数 集 )。 要 据 这 种 记 法 ， 一 个 实数 集 的 上 确 
界 和 下 俏 界 可 以 分 别 记 为 
sup{x: zeE} 和 ‘inf{x: ze 五 )。 

记号 《…} 一 般 用 来 表示 和 集 的 构成 。 例 如 {x,y} 表示 以 X 和 > 
两 个 点 为 其 全 体 元 素 的 集 。 必须 分 清点 zx 和 集 {z} 的 不 同意 义 ,后 
者 表示 以 工 为 唯一 元 素 的 集 ， 同 样 , 也 应 该 分 清 集 五 和 类 {E}) 的 、 
不 同意 义 ， 后 者 表示 玉 上 为 唯一 元 素 的 类 。 例如 空 集 0 不 包含 任 
何 点 ,但 类 {0} 却 包含 唯一 的 一 个 集 , 即 宏 集 ， 

对 于 不 同类 型 的 集 类 的 做 集 , 我 们 用 不 同 的 记号 来 表示 它们 。 
例如 ,车 


E={E, E}, 
则 
UE= U {E;: i=—1,2} 
可 表 为 
EiU Fs2; 
若 
E={E, Ze 五 ,} 

是 一 个 有 限 类 , 划 


UE= Ut{E: i=1,2,.…,n} 
可 表 为 
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BU"…UE, 或 Us, 五。 
类 但 地 , 如 果 《五 ,} 是 集 的 一 个 无 穷 叙 列 ， 则 这 个 令 列 的 各 项 的 伴 
集 可 甫 为 


BUEU:… 或 Ui E. 
更 一 般 的 ,如果 对 于 某 一 个 指标 集 了 工 的 每 一 个 元 素 为 有 一 个 对 应 
的 集 妃 ， 则 这 个 集 类 
{E,: yer')} 
的 借 集 可 表 汶 
UyeE, 或 U,E,. 
旭 果 指标 集 卫 是 一 个 空 集 , 我们 作 如 下 的 移 定 ， 
UyBE,=0. 
宏 集 0 与 整个 窗 闻 六 对 于 借 的 运算 关系 由 下 面 的 恒等式 欠 
出 ; 
EU0=E, EUX=X. 
一 般 的 , 关系 式 
ECF 
成 立 的 必要 和 充分 条 件 是 
EUF=F,. ， 
设 马 是 由 X 的 子 集 钥 成 的 任意 一 个 类 , 属于 王 中 每 一 个 集 的 
点 的 全 体 是 一 个 集 ， 这 个 集 称 为 三 中 之 集 的 交集 ; 我 们 用 下 面 的 


， 衣 号 来 表示 它 ， 


NE 或 人 (五 : EeE)}. 
我 们 用 完全 类 似 子 用 在 佐 集 上 的 记号 来 表示 两 个 集 的 交集 ， 
有 限 个 或 可 列 乱 限 多 个 集 叙 列 的 交集 ， 以 及 对 应 于 某 一 指标 集 的 
集 类 的 交集 , 只 要 将 记号 U 和 槛 分 别 换 成 人 和 门 就 行 了 。 如 果 指 
标 集 工 是 一 个 空 集 , 我 们 作 如 下 看 求 做 乎 舍 人 感到 惊奇 的 攀 定 ， 
| Y er E; 一 后 。 
作出 这 样 一 个 狗 定 的 想法 之 一 是 ， 如果 mi 和 12 是 两 个 ( 非 空 的 ) 
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指标 集 , 并 且 TiCT2, 期 显然 有 
Nr BI BB,, 
因此 对 于 最 小 的 入 即 空 的 卫 我 们 应 以 交集 中 的 最 大 者 和 它 对 应 。 
另 一 个 想法 力 是 由 于 等 式 
Mramvrs B= BN eB) 

对 于 一 切 非 宏 的 指标 集 mm I 者 成立。 如 果 我 们 企图 将 这 个 等 式 
推广 , 便 它 对 于 任何 辣 和 Ta 者 成立, 则 必须 假定 对 于 每 一 个 荆 有 
[8 一 My euoB, =(f,erb) NC ); 

对 于 荆 中 的 每 一 个 为 倒 已 二 及 , 我 们 得 到 
Ne B=X. 
0 与 XX 对 于 交 的 运算 关系 由 下 面 的 虱 等 式 葵 出 : 
| ENMN0=0, ENZX=E. 
一 般 的 ,关系 式 
ECF 
成 立 的 必要 和 充分 条 件 是 
ENF=E, 
她 果 两 个 集 巨 和 下 没有 公共 点 , 即 
ENF=0, 
居 E 和 下 称 汐 不 相交 。 如 果 在 一 个 类 玉里 面 , 任意 两 个 不 相同 的 
集 不 相交 ， 则 称 忆 为 不 相交 类 ; 并 称 EE 中 之 集 的 供 集 为 不 相交 供 
集 . 
在 本 节 之 玉 我 们 引进 一 个 很 有 用 的 概念 ， 就 是 特征 画 数 的 概 
念 。 训 是 了 的 任意 子 集 ， 在 六. 上 定义 一 个 藩 数 如 下 : 
; 当 Ze 了 
| Xe(z) = 人 当 ze 
这 个 区 数 Xz 称 为 集 忆 的 特征 丽 数 。 集 和 它们 的 特征 画 数 之 
疗 存 在 一 一 对 应 的 关系 ， 苦 且 集 的 一 切 性 质 和 运算 都 可 以 借助 于 
集 的 特征 画 数 表达 出 来 。 作 为 以 大 括号 表示 和 集 的 另 一 个 例子 ， 我 
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个 指出 : 
五 一 {Z: XeE(Z) =1)}. 
(1) 侠 的 运算 满足 交换 律 和 竺 合 律 , 即 
EUF=FUE, EU(FUO=(C(EUVUF)UG:; 

交 的 运算 也 满足 交换 律 和 竺 合 律 。 

C2) 伴 与 交 两 种 运算 中 的 任意 一 种 满足 对 于 另 一 种 的 分 配 律 , 即 

ENF UG=CENF)UY ENG) 
和 
ZEUCEnG)=(EURDInCEUG)。 
苦 旦 分配 律 对 于 更 一 般 的 扬 合 也 成 立 , 即 
FN Ut{E: EeE}=U{ENEF: EceE} 
和 
FUNMN{E: EcE}= NN\{EUF: EcE}. 
(3) 六 的 一 切 子 集 所 成 的 类 对 于 运算 U 或 是 否 形 成 一 个 群 ? 
(4) Xo(X) 友 0, Xx(X) 三 1。 关 条 式 
XECX)EXFCX) : 
对 于 六 中 一 切 x 都 成 立 的 必要 和 和 充分 条 件 是 CF. 如 果 ENF=A4, 并 
且 EUF==B, 出 有 
XaA=XE XF=XEN Fr 
和 
X5 一 ME 十 XF 一 X4==XEUXP- 

(5) 在 ( 勾 里 面 的 机 个 关于 们 集 与 交集 的 特征 夯 数 的 等 式 ， 能 否 推广 到 

有 限 个 , 可 列 无 限 多 个 , 以 及 任意 个 集 的 们 集 与 交集 的 扬 合 ? 


$3.， 极限 , 余 集 , 差 集 . 


说 { 达 ,} 是 一 个 集 航 列 。 如 果 闻 * 是 由 具有 下 列 性 质 的 一 切 点 
Z 粗 成 的 集 : < 属于 扰 限 多 个 五 ,， 我 们 称 E* 为 集 斤 列 的 上 极限 ， 
记 为 
五 * 一 ]im sup, En,. . | 
如 果 : 是 由 具有 下 列 性 览 的 一 切 点 这 租 成 的 集 只 有 有 限 个 E， 
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不 含有 z， 我 们 称 Ex 为 集 令 列 的 下 极限 , 训 为 
EE, =lim inf, E,。 
如 时 
E*= FE,, 
娩 称 这 个 集 为 集 叙 狮 的 极限 , 用 下 面 的 记号 表示 它 ， 
lim, E,. 
如 巢 
Es CCE, n=1,2,..., 
旧称 (8,} 为 境 和 叙 列 ;车 
EOE, + n==1,2,., 
旧称 {E,) 为 夭 氢 列 . 二 入 列 和 减 叙 列 都 听 做 单调 叙 列 。 如 果 { 瓦 ,》} 
是 一 个 单调 叙 列 , 容易 验证 ，lim, E, 存在 , 且 若 { 已 , ) 是 增 叙 列 ， 
则 
lim, E, = J, E,s 
若 {E,} 是 减 叙 列 , 则 
lim, E,= 站， 五。 
及 是 七 的 子 集 ， 由 一 切 属 于 总 但 不 属于 巨 的 点 租 成 的 集 
称 为 巨 的 余 集 , 记 为 玉 ， 关 于 余 集 的 运算 , 有 下 面 这 些 恒等式 ， 
ENE’=0, EU E'=X, 
0=X, (BE)'=E, X=0, 
又 
若 ECHE, 则 EOF, 
余 集 对 于 借 集 与 交集 还 有 一 个 非常 有 趣 而 且 十 分 重要 的 关系， 由 
下 面 的 两 个 等 式 表 出 ; . 
CU{E: EeE))'= (N\{E’: EcE), 
CM E: EcE)'= Ut{E': EeE). 
用 话 来 跑 , 就 是 : 合集 的 余 集 等 于 余 集 的 交集 ; 交集 的 余 集 等 于 余 
集 的 儒 集 。 利 用 这 个 襄 实 ， 再 加 上 关于 余 集 的 基本 公式 ， 就 可 以 
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推出 下 列 极 共 重 要 的 对 偶 诛 理 ; 
车 有 关 集 的 供 、 交 及 余 集 运算 的 某 一 关系 式 成 立 , 如 果 将 式 中 
的 记号 . 
U，n，c 和 
分 别 换 成 
几 ，U， 二 和 志 ， 
等 号 保持 不 变 , 并 将 式 中 每 一 个 集 换 成 宅 的 余 集 ， 由 此 所 得 到 的 新 
的 关系 式 一 定 也 成 立 。 
设 芋 和 了 是 XX 的 两 个 子 集 ， 由 一 切 属 于 巨 得 不 属于 下 的 点 
狂 成 的 集 称 为 互 和 下 的 差 集 , 记 为 
E—F. 
因为 
区 一 瓦 一 有 
莽 且 
E—F=END, 
所 以 我 们 常 称 荆 集 避 一 下 为 下 在 五 中 的 相对 余 集 , 对 于 一 些 集 的 
位 集 或 交集 取 相 对 余 集 时 ,正如 辐 对 之 取 普 通 的 余 集 一 样 , 应 将 各 
个 集 换 成 与 其 对 应 的 相对 余 集 ， 半 将 记号 U 与 站 互 换 ， 己 与 卫 互 
换 。 例如， 
E—(FUG=(E-M)N(E-O). 
如 果 五 二 及 则 盖 集 一 玉 呈 做 正常 的 。 
最 后 ,我们 引进 一 种 十 分 重要 的 关于 集 的 运算 ,就 是 一 集 玖 和 
下 的 对 称 差 , 记 为 
EAD, 
“EAF=(E~F)UCF-E)=(ENF UENF). 
要 想 很 好 地 掌握 关于 集 的 极限 、 余 集 与 匡 集 的 运算 , 需要 一 定 
的 入 因 。 在 下 面 的 加 题 里 列 出 了 有 关 这 类 运算 的 一 些 最 主要 的 性 
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质 , 希望 芒 者 能 全 部 加 以 证 明 。 

(1) 对 于 一 切 非 空 的 指标 集 /, 等 式 

Nyer Ey=(CU er EY)’ 
成 立 。 我 们 假定 . 
N reoEy =X 

的 另 一 个 想法 就 是 要 使 得 上 面 指出 的 这 个 等 式 对 于 P 一 0 也 成 立 ， 

(2) 如 果 忆 。 二 lim infn En, :一 lim supn Em， 上 划 有 

Es= Urns Em NUS, Em=E*. 

(3) 改变 一 个 集 氢 列 的 有 限 个 项 ， 不 影响 这 个 集 氢 列 的 上 柱 限 , 下 极限 
和 极限 (如 果 它 存在 的 话 ) 。 

(4) 如 果 

六 14， 当 刀 为 个 数 ， 
已 ， 当 加 为 亲 数 ， 
则 有 - 
lim infn En=A NB, 
lim sup»n En=AUB. 
(5) 裔 {En} 是 不 相交 集 的 氢 列 , 则 
Jim En=0. 
(6) 设 如 一 Im infn En, BE*=lim supn En 则 
(E:)'=lim sup» E,,, 
(E*)’=lim inf, E,. 
更 一 般 的 ,有 
F—E,=lim supn(F ~— En), 
F—E*=—lim infn(F— En). 

(7) E—F=E—(ENF)=(EVUF)—F, 
EN(F—G=(ENF)—(ENG), 
(EUF)~G=(E—G)U(F—G). 
(EON(F-G)=(ENEF)—G, 
(E—F)—G=E—(FUO), 
E—(F—G)=(E~—F)U(ENG), 
(EWNG-—-AH)=(ENG)—CRU ID. 


~ 


(8) 
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(9) EAF~—FAE, EA(FAG)=(EAF)AG, 
EN(FAG)=(ENF)ACE NO), 
EAO0=E, EAX=E', 
EAE=—0, EAE'’=X, 
EAF—(EUF)—(END). 
(10) 互 的 一 切 子 集 所 成 的 类 对 于 运算 人 A 是否 形成 一 个 群 ? 
(11) 如 果 EE 二 lim inf 万 ,，E* 一 lim supn En 上 则 有 | 
XEsCX)=1lim inf,, Xp, CX), 了 
XE*(%)=limsupn XEnCX) ; 
(这 两 个 等 式 的 右 映 就 是 闭 通 数列 的 下 重 限 和 上 极限 ) 。 ~ 
(19) XE'—1—Xp, | 
XE-F—XE(1—Xm, 
XEAF 二 | XE 一 XF|=XE 十 Xr ( 模 2)， 
(13) 设 {En} 是 一 个 集 叙 列 。 会 
Di=E:1, Ds=DiAE:, Ds=D»AE:s, 
Drn+ti= DnAEnti, 7 一 1 2 … 
则 集 人 氢 列 { 刀 >} 的 极限 存在 的 必要 和 充分 条 件 是 Him 玖 * 王 0、 如 果 我 们 姑 
且 称 A 这 个 运算 为 “加 法"( 寡 看 (TI2))， 则 上 沪 千 果 可 以 用 证 表达 如 下 : 无 穷 
集 航 数 收 全 的 必要 和 充分 条 件 是 , 它 的 一 般 项 趋 近 于 0. 


84. 环 与 代数 
设 有 一 个 以 集 为 元 素 的 非 宏 类 R, 如 果 它 能 满足 下 面 的 条 件 ， 
若 EeR, FeR, 
旭 EUFeR,  E-FeR, 

出 称 R 为 环 〔 或 布尔 环 )。 换 一 句 话 识 ， 如 果 一 个 非 空 类 对 于 借 、 
差 两 种 运算 是 封闭 的 , 它 就 是 一 个 环 。 ” 攻 然 热 

空 集 属于 每 一 个 环 RR, 因 车 

EeR, 

旧 有 
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ee 


0 一 五 一 天 <R。 
因为 
E—F= (EUF)—FK, 

所 以 ， 如 果 一 个 非 空 类 对 于 供与 正常 差 两 种 运算 是 封闭 的 ， 它 也 
是 一 个 环 。 由 于 

EAF=(E—F)U(F—E) 
ENF= (EUF)— (EAD,), 
因此 环 对 于 对 称 盖 与 交 的 运算 都 基 封 并 的 。 利 用 数学 归纳 法 以 及 
” 借 与 交 两 种 运算 的 车 合 律 , 我 们 可 以 证 明 , 车 R 基 一 个 环 ; 项 且 

EeR, i=1,2,: 
则 有 
Us 五 < 有 及 NEeR. 

只 包含 一 个 空 集 的 单元 素 类 {0} 以 及 由 六 的 一 切 子 集 粗 成 的 
类 是 环 的 两 个 极端 但 有 用 的 例子 。 设 瑟 是 一 个 任意 的 集 , 了 的 一 
切 有 限 子 集 粗 成 一 个 环 ， 下 面 是 一 个 更 富 于 葵 发 性 的 例子 ; 设 X 
是 实数 辆 ， 

X={r: —00< xT +00), 
井 设 R 是 由 左 开 右 开 的 有 和 漠 区 间 的 一 切 有 限 借 所 租 成 的 类 ， 即 由 
一 切 形 如 
Uiz: —00<a<r<6< 二 co} 
的 集 租 成 的 类 , 则 R 是 一 个 环 。 

应 该 指出 , 在 环 的 定义 里 , 供与 变 两 种 运算 所 占 的 地 位 是 不 对 
称 的 。 虽 然 环 对 于 奖 的 运算 是 封 站 的 ， 但 是 封 于 于 奖 与 盖 两 种 运 
算 的 类 却 不 一 定 封 阳 于 伴 的 运算 。 不 过 , 如果 一 个 非 宏 类 对 于 挛 ， 
正常 洲 ， 以 及 不 相交 的 借 三 种 运算 是 封闭 的 , 旭 这 个 类 是 一 个 环 。 
证 明 如 下 : 

EUF=[E-—(ENF)IULF- ENF)IU END), 
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为 使 供与 亥 两 种 运算 在 狐 的 定义 里 所 占 的 地 位 比 静 对 称 起 
风 ， 不 难 狂 出 环 的 另 一 个 定义 ， 我 们 可 以 将 封闭 于 交 与 对 称 差 两 
种 运算 的 非 宏 类 定义 为 环 。 庆 明 如 下 ， 

EUF=—C(EAF)A(ENF), EF=EA(CENF). 
如 果 在 这 个 定义 里 面 ,将 交 的 运算 换 为 佛 的 运算 ,就 得 到 了 环 的 另 
一 个 定义 : 环 是 封闭 于 借 与 对 称 差 两 种 运算 的 非 空 类 。 
识 有 一 个 以 集 为 元 素 的 非 空 类 R, 如 果 它 能 满 趾 下 面 两 个 条 

件 ， 
Ca) 车 EeR, FeR, NN EU FeR, 
(b) 车 EeR, 则 REeR， 
则 称 R 为 代数 (或 布尔 代数 ) 。 

因为 

E—F=ENF= (EUF), 
”所 以 代数 一 定 是 环 ， 环 和 代数 两 个 构 念 之 阅 的 关系 是 很 简单 的 
代数 就 是 包含 了 的 一 个 环 . 证明 如 下 ; 因为 
E’~—X—E, 
所 以 包含 了 的 环 一 定 是 代数 ; 另 一 方面 , 设 R 是 一 个 代数 ,并 设 
EceR 
(我 们 记得 R 是 非 党 的 ), 则 有 
X=EUE eR, 
(1) 下 面 的 一 些 类 是 环 或 代数 的 几 个 例子 : 
(la)》 这 是 条 欧 几 时 得 空间 ; E 是 由 形 如 
{Ky Hm); OL OLN Cb C+ i=1,.,n} 

的 竺 肛 " 区 天 ”的 一 切 有 限 侠 姐 成 的 类 . 

(lb) 所 是 不 可 列 集 ; EE 是 由 号 的 一 切 有 限 或 可 列子 集 粗 成 的 类 ， 

《te) 无 是 不 可 列 集 ; EE 是 一 个 类 , 它 的 元 素 或 是 有 限 或 可 列 集 , 或 是 以 
有 限 或 可 列 集 为 余 集 的 集 ， 

(2) 在 哪儿 种 拓 扩 空间 电 面 , 由 一 切 开 和 集 粗 成 的 类 玉 是 一 个 环 ? 

(3) 任意 多 个 环 [ 代 数 ] 的 交 仍 是 一 个 环 [ 代 数 ] 。 
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(4) 识 RR 是 一 个 环 ,如 果 对 于 民 了 的 元 素 忆 和 下 , 我 们 定义 
EO@OF=ENF 和 .EBF=EAF, 
旭 对 于 “加 法”( 甸 ) 和 “乘法 " (@) 两 种 运算 ，, R 形成 一 个 在 代数 学 意义 下 的 
环 ， 如 果 代 数 环 的 每 一 个 元 素 已 满足 关系 式 玉 @E=E, 则 这 种 代数 环 也 
呀 做 布尔 环 。 正 是 由 于 集 的 布尔 环 与 一 般 的 布尔 环 之 关 存 在 闭 十 分 密切 的 
关系 , 才 使 我 们 在 集 葵 里 面 洒 用 环 这 一 个 名 泣 ， 
(5) 设 衣 是 一 个 环 ;如果 A 是 由 一 切 这 样 的 集 忆 粗 成 的 类 
: 或 是 EeR， 或 是 EeR， 
期 A 是 一 个 代数 ， 
(6) 设 有 一 个 以 集 为 元 素 的 非 宏 类 P， 如 果 它 能 满足 下 面 两 个 条 件 : 
《6a) 港 EeP, FeP, IENFeP, 
(6b) 车 琅 eP, FeP, 且 EcF, 则 必 存 在 P 中 之 集 的 一 个 有 限 类 
{Co, Cy 3 Cn} 使 得 
E=CoCCIC…CC»s=b, 
并 日 
Di;=C:—Cii ci， 8 一 了 … 
则 称 P 为 守 环 。 空 集 属于 每 一 个 中 环 。 如 果 区 是 任意 的 一 个 保 ， 划 由 空 集 
以 及 一 切 只 禽 一 个 点 的 集 ( 即 形 如 {x} 的 集 , 其 中 Ye 无 ) 想 成 的 类 下 是 一 个 
持 环 .如 果 天 是 实 激 朝 , 则 由 一 切 左 闭 右 开 的 有 蜡 区 毅 棚 成 的 类 是 一 个 中 
环 ， 


85， 由 集 类 产生 的 环 和 0- 环 


定理 1. 褒 正 是 任意 的 集 类 , 划 必 存在 唯一 的 一 个 环 Ro 使 得 
Ro 一 E,， 并 且 对 于 任何 其 他 包含 下 的 环 及 都 有 RoCR。 

新 Re 是 包含 己 的 最 小 的 环 , 称 为 由 下 产生 的 环 ; 我 们 用 记号 
RCE) 来 表示 它 。 

证 明 ， 因 为 由 及 的 一 切 子 集 组 成 的 类 是 一 个 环 , 这 就 说 明了 
至 少 有 一 个 包含 EE 的 环 存在 。 此 外 ， 任意 多 个 环 的 交 仍 是 一 个 环 
(此 4.3), 容易 看 出 , 包含 EE 的 一 切 环 之 交 就 是 我 们 所 求 的 环 Ro 
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定理 2. 席 正 是 任意 的 集 类 ， 则 RCE) 中 每 一 个 集 可 以 被 EE 
中 有 限 个 集 的 傣 集 所 复 盖 。 

证 明 。 能 被 E 中 集 的 有 限 借 所 滤 瘟 的 一 切 集 粗 成 的 类 是 一 个 
环 ; 因 为 这 个 环 包含 EE, 所 以 它 也 包含 RC(E)。 | 

定理 5。 设 忆 是 以 集 为 元 素 的 可 列 类 , 则 RCE) 也 是 可 烈 的 。 

证 明 。 对 于 任意 一 个 集 类 C, 合 C* 为 由 C 中 之 集 的 差 集 的 
一 切 有 限 儒 组 成 的 类 。 显 然 ， 如 果 C 是 可 列 的 ， 瑚 C* 也 是 可 列 
的 ; 且 若 


0 CC， 
则 有 
CCC*, 
为 了 证 明 这 个 定理 ,不 洋 失 任何 普 避 和 性 ,我们 可 以 假定 
oeE, 
命 
Eo=E, E, =E*_,, A=1,2,.…, 
显然 有 
EC UU ECRE), 
莽 旦 类 


Us-。E。 3 巴 从 有 列 管 < 等 
是 可 列 的 。 如 果 我 们 能 够 如 明 Uw-o Es 是 一 个 环 , 屠 末 定理 的 证 
明 就 完成 了 。 
因为 
E=EoCECEC., 

所以 如 果 4 和 B 是 马 *_oE 中 任意 两 个 集 , 则 必 存 在 正 整 数 使 
得 4 和 BB 都 属于 E,。 我 们 有 

A—BEE, 1 
大 且 由 于 

0¢€ EoCE,, 
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因此 


El!l 


AUB=(A—O)U (B00 eeE,r, 
我 们 已 经 证 明了 4 一 B 和 4AUB 都 属于 woE,, 即 Um-oF, 对 
于 伴 与 差 两 种 运算 的 确 是 封闭 的 。 上 

设 有 一 个 以 集 为 元 素 的 非 空 类 S, 如 果 它 能 满足 下 面 两 个 条 
件 : 

(a) 若 EeS, FéS, 则 五 一 FeS， 

(b) 车 BeS, i 二 1,2,…, 则 U2 BeS, 

则 称 S 为 0- 环 .0- 环 也 可 以 定义 为 封 附 于 可 列 借 的 运算 的 环 。 如 
果 3 是 一 个 0 呈 - 环 , 坤 敲 
Ees, i=1,92,.%…, E= Ui'E, 
则 等 式 
Ni 已; =E— Ui (E—E:,) 
识 明 了 
Ne EeS, 
也 就 是 发 , 0- 环 对 于 可 列 交 的 运算 是 封 开 的 。 由 此 可 知 ( 参 看 3.2)， 
如 果 SS 是 一 个 呈 环 , 震 且 
EeSs, i=1,2,., 
有 lim inf; EE; 和 lim sup; 五 都 属于 S。 

在 定理 1 和 它 的 证 明 里 , 如果 将 “ 环 "都 改 成 “0- 环 ”, 定 理 仍然 
成 立 。 因 此 ,， 我们 可 以 称 包 含 类 玉 的 最 小 呈 疡 为 由 上 产生 的 呈 
环 , 记 为 S(E) 。 

定理 4. 说 巨 是 任意 的 集 类 , 玉 是 S 一 SCE) 里 的 集 ， 则 必 存 
在 世 的 可 列子 类 DD, 使 得 EES(D). 

证 明 。 由 上 的 可 列子 类 产 具 的 ,S 的 o- 子 环 的 全体 ， 它 们 的 
借 是 一 个 中环. 这 个 0- 环 包 含 E, 但 被 S$ 所 包 , 因此 它 就 是 
S。 | 

设 E 是 由 X 的 子 集 组 成 的 任意 一 个 类 , A 是 的 一 个 固定 
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子 集 , 则 记号 


ENA 
表示 由 一 切 形 如 EN A 的 集 钥 成 的 类 ,其 中 EE. 
定理 5。 设 王 是 任意 的 集 类 , 4 是 及 的 任意 于 集 , 则 
S(E)NA=S(ENA). 
证 明 。 设 C 是 由 一 切 形 如 BU CC 一 4) 的 集 组 成 的 类 , 其 中 
BSC(ENMNA), CES(E); 
不 难 验 证 : 蕊 是 一 个 o- 环 ， 训 EeE, 划 关 系 式 
E=(ENA)U (E-A) 


和 
ENAceENACS(ENMA) 
就 明了 EtC, 因此 
EccC. 
由 此 有 
S(E) CG, 
因而 
SCE)NACCNMA., 
但 因 等 式 
CNA=S(ENA) 
显然 成 立 , 所 以 
SC(E)MNMN ACS(EN A)., 
另 一 方面 , 由 于 S(E) 由 4 是 一 个 0- 环 , 提 且 
ENACS(E) NA, 
所 以 - 


SCEn4)ICSCE)nmn4，1 


(1) 在 下 面 的 例子 里 ,指出 由 类 下 产生 的 环 : “3 这 八大 .入 ， 
(la)》 区 是 着 的 一 个 固定 于 集 , E=={EE} 是 只 包含 一 个 元 素 互 的 闫 。 


(1b) 已 是 天 的 一 个 固定 子 集 , 下 是 由 包含 巨 的 一 切 集 租 成 的 类 ， 即 


26 测 府 葵 $5 


~{F: ECF}. 
(1e) 己 是 由 恰好 包含 两 个 不 同 点 的 一 切 集 组成 的 类 。 
(2) 设 有 一 个 以 集 为 元 素 的 类 L, 如 果 它 能 满足 下 面 两 个 条 件 : 
0eL， 
车 Eel, FelL, 期 EUFel, ENFeL, 

则 称 L 为 烙 . 车 P=PQL) 是 由 一 切 形 如 F 一 5 的 集 粗 成 的 类 , 其 中 EeL， 
Fel, 并 有 目 Ec 互 旭 P 是 一 个 中 环 (参看 46)。 (提示 : 识 有 P 里 面 的 两 个 
集 Di, Da, 它们 可 以 才 为 工 引 之 集 的 正常 差 的 形式 ， 


Di=Fi—E;, 2=1,9, 
并 设 Di>Ds， 到 Fo 一 BacCcCHI 一 Bi 其 中 
C=MN F2)—(ENFS) 1 
、 
C=Fi—[EiU (RN E2)].) 
P 是 不 是 一 个 环 ? 


《3) 发 了 是 一 个 个 环 ， 有 R 是 由 一 切 形 如 U 和 1 Ei 的 集 组 成 的 类 ， 其 中 
{El…,Ex} 是 P 中 不 相交 集 的 任意 一 个 有 限 类 . 

(3a) R 对 于 有 限 交 与 不 相交 的 俐 两 种 运算 是 封 阴 的 。 

(3b) 若 EBeP, FcP, 并 且 EcCF, 则 FPF-EeR. 

(3c) 若 EeP, FeR, 村 有 目 ECF, 旭 FF 一 EeR. 

(3d) 若 EeR, FeR, 着 ECF, 则 天 一 已 eR。 

(3e) R 二 RCP)。 册 此 可 知 , 如 果 一 个 咎 环 对 于 们 的 运算 是 封 阴 的 , 它 就 
是 一 个 环 。 

(4) 和 定理 工 完 全 相仿 的 关于 代数 的 定理 也 成 立 。 这 一 个 事实 可 以 从 
下 面 的 方式 得 出 :在 定理 工 的 让 明 里 , 将 “了 环 "都 改 成 “代数 ” 也 可 以 利用 4.5 
推出 . 

(5) 说 了 是 一 个 中 环 , 井 且 R 一 R(P)， 则 SCR)==S(P)。 

(6》 如 果 一 个 非 空 类 对 于 对 称 差 与 可 列 交 两 种 运算 是 封 肖 的， 这 个 类 
是 不 是 一 个 o~- 环 ? 

(7) 油 王 是 一 个 非 空 类 , 则 SCE) 中 每 一 个 集 可 以 被 E 中 可 列 个 集 的 供 
集 所 民 盖 ( 戎 看 定理 2 )， 


i 
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(8) 如 忆 是 一 个 以 集 为 元 素 的 无 限 类 , 则 王 和 R(E) 具有 同样 的 势 ( 参 
活 定 理 3 ). 

(9) 用 下 面 的 办 法 可 以 得 出 和 定理 3 相仿 的 关于 o~- 了 环 的 定理 (参看 
(8))。. 设 E 是 包含 0 的 任意 一 个 集 类 , 侈 Eo=E, 村 且 对 于 任意 的 一 个 序数 
>0, 全 

Ea—(U {Er: p<aD”, 
其 中 C* 表示 由 中 之 集 的 差 集 的 一 切 有 限 们 组 成 的 类 、 
(9a) 若 0<a<p, 则 EcEacCEpCS(E). 

(9b) 着 吕 是 第 一 个 不 可 列 的 序数 ,期 SCE) 二 U{Ec: a<8}. 

(9c) 车 EE 的 势 不 超 过 连 粳 统 的 势 , 则 S(E) 的 势 也 不 超过 连 粮 米 的 势 ， 

《10》 关 于 环 有 鞭 么 样 的 和 定理 4,5 相仿 的 定理 ? 


.86. 单调 类 


要 想来 得 由 一 个 已 知 集 类 产生 的 0- 环 , 我 们 井 没 有 任何 一 种 
构造 性 的 方法 。 但 是 对 于 另外 一 种 比 0- 环 所 受 限 制 较 少 的 集 类 加 
以 研究 , 我 们 可 以 得 到 有 关 由 某 一 集 类 产生 的 0- 环 之 构造 的 定理 ， 
它 在 技术 上 是 很 有 用 的 。 

设 有 一 个 以 集 为 元 素 的 类 M, 如 果 对 于 M 中 之 集 的 每 一 个 单 
调 斤 列 {E,} 都 有 有 

| lim,, E, eM, 
旭 称 M 是 单调 的 ， 
”正如 同 在 科 论 环 和 o- 环 的 场合 一 样 , 因为 由 X 的 一 切 子 集 租 
成 的 类 是 一 个 单 鲍 类 , 并且 任 意 多 个 单调 类 的 交 仍 是 一 个 单调 类 ， 
所 以 我 们 可 以 称 包含 类 玉 的 最 小 单调 类 为 由 E 产生 的 单调 类 , 刀 
为 M(E). 

定理 1. o~ 环 是 单调 类 ; 单调 环 是 o- 环 。 

证 明 。 定 理 前 侍 部 分 的 正 依 性 是 很 显然 的 。 要 证 明定 理 的 后 
中 部 分 , 我们 必须 识 明 ,一 个 单调 环 对 于 可 列 冬 的 运算 是 封 阴 的 ， 
设 M 是 一 个 单调 环 , 井 设 
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EeM™M, 1 一 工 ;) 2,.…., 
则 因 M 是 一 个 环 , 所 以 有 
U Ee M, An 二 1,2,.…。 


由 于 {WU 区 避 ) 是 一 个 单调 增 叙 列 , 它 的 做 是 1 EE,, 根据 M 是 
单调 类 的 假设 , 就 有 
U 这 1 EeM. | 
定理 2。， 襄 RR 是 一 个 环 , 则 M(R) 一 SCR)。 由 此 可 知 : 包含 
环 民 的 单调 类 一 定 也 包含 SCR)。 
证 其 。 由 于 0~ 浆 是 单调 类 ,并 且 SCR) 乙 R, 因此 
SCR)OM= MCR). 
如 果 我 们 能 够 证 明 M 是 一 个 0- 环 , 再 根据 MCR) 二 R, 就 可 以 推 
出 MCR) 一 SCR), 那 末 定理 的 证 明 就 完成 了 ， 
对 于 任意 一 个 集 本 合 KCF) 为 由 满足 下 列 条 件 的 一 切 集 五 
狠 成 的 类 : 一 了 五 一 已 ,以 及 五 U 忆 都 属于 M。 容易 看 出 ， 册 于 
在 KK( 下 ) 的 定义 中 , 已 和 六 所 占 的 地 位 是 对 称 的 , 所 以 关系 式 
EctKCF) 和 FEKCE) 
是 等 价 的 。 设 {2,} 是 KCF) 中 集 的 单调 叙 列 ,其 有 
lim, E, —F=lim, (E,—F)eM, 
F—lim, E,=lim,(F—E,)eM, 
FUlim, E,=lim, CFUE,) eM, 
因此 ,车 下 (CR) 是 非 空 的 , 则 它 是 一 个 单 钢 类 ， 
车 Et R, FeR, 上 则 根据 环 的 定义 ，Ee KCF)。 这 个 关系 起 对 
于 R 中 每 一 个 已 都 成 立 , 因此 , RCKCF)。 关 为 M 是 包含 RR 的 
最 小 单 裔 类 ,所 以 
MCK(CF)., 
由 此 可 齿 , 洲 EEM, FER, 旧 EKCF); 从 而 FeK(E). 这 个 关 
系 式 对 于 R 中 每 一 个 下 者 成立 , 根据 和 上 面相 同 的 理由 , 我 们 
MCOCK(CE)., | 
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.上面 这 个 关系 式 对 于 M 中 每 一 个 玉 都 成 立 , 这 就 是 襄 , M 是 一 个 
环 。 由 定理 1 可 知 , M 是 一 个 呈 环 。 | 

虽然 这 一 条 定理 并 没有 告诉 我 们 , 如 何 去 建立 出 已 知 环 R 产 
生 的 0 呈 环 ;但 是 它 告诉 了 我 们 , 要 想 研 究 由 R 产生 的 0- 环 ,只 要 研 
究 由 R 产 笃 的 单 铀 类 就 行 了 。 在 许多 应 用 的 场合 下 ， 这 是 不 难 做 
到 的 。 

(1) 定理 2 对 于 中 环 是 否 成 立 8 

(2) 设 N 是 一 个 集 类 ， 如 果 它 对 于 单调 涯 减 的 可 列 交 以 及 不 相交 的 可 
殉 供 两 种 运算 是 封装 的 , 则 称 N 是 正规 的 。o 环 是 正规 类 ; 正规 环 是 or- 环 。 

(3) 如 果 用 记号 N(E) 表示 包含 类 王 的 最 小 正规 类 , 划 对 于 任意 一 个 中 
， 环 P, 有 N(P)=S(P). 

(4) 设 有 一 个 以 集 为 元 素 的 非 空 类 ， 如 果 它 对 于 余 集 与 可 列 件 两 种 运 
算是 封 阴 的 ， 我 们 称 这 个 类 为 o 一 代数 。o 一 代数 是 包含 卫 的 o- 环 . 如 果 民 
是 一 个 代数 , 则 MCR) 与 包含 R 的 最 小 o 一 代数 相等 落 及 是 一 个 环 , 这 个 
千 论 是 否 正 确 ? 

(5) 在 下 面 的 每 一 个 例子 里 , 指出 由 王 产 生 的 o~- 代 数 ,o~ 环 以 及 单调 
类 ; 

《5a) 天 是 一 个 任意 的 集 ， 了 是 天 中 之 点 的 一 个 任意 的 排列 ， 即 忆 是 
区 在 它 自 身 之 上 的 一 个 一 一 变换 ,如果 了 着 三 的 一 个 子 集 ， 沙 对 于 Ye 已 有 
P(X)e 世 和 P(x) eE， 我 们 称 已 对 于 书 是 不 变 的 ， 王 代表 由 一 切 不 变 
集 租 成 的 类 . 

(5b) 天 和 了 是 两 个 任意 的 集 , 全 是 不 在 了 办 的 任意 一 个 变换 〈 不 一 
定 是 一 一 变换 )、 如 果 巨 是 了 的 子 集 ， 我 们 用 记号 T(E) 表示 能 使 
TCX)eEE 的 着 中 一 切 点 * 租 成 的 集 . E 代表 由 一 切 形 如 T1(E) 的 集 租 
成 的 类 , 其 中 万 是 了 的 任意 子 集 ， 

(5c) 蕊 是 一 个 拓扑 空 间 ; E 是 由 一 切 谢 于 第 一 种 范 里 的 集 组 成 的 类 . 

(59)》 天 是 三 灯 欧 几 里 得 空间 . 设 巨 是 天 的 子 集 , 如 果 它 能 满足 下 面 的 
条 件 ; 

网 落 《3 2) 6 五 旭 (x ys) ékE, 

湛 中 2 是 任意 实数 ,我 们 称 E 为 柱 面 .代表 由 一 切 柱 面 粗 成 的 类 . 

(5e) 关 是 欧 几 里 得 下 而 ; EE 是 由 这 样 的 集 租 成 的 类 ， 每 一 个 集 能 被 有 

限 条 或 可 列 无 限 允 条 水 平 吉 缕 所 遗 闵 ， 


第 二 章 
测度 和 外 测度 


$87， 环 上 的 测度 


以 集 类 为 定义 域 的 画 数 称 为 集 巩 数 , 设 x 是 定义 在 集 类 EE .上 
”的 广义 实 值 集 画 数 ( 即 可 以 取得 有 限 或 无 限 值 的 西数 )， 如 果 它 稻 
满足 下 面 的 条 件 ， | 
车 -EgeE, FeE, EUrFekE, 且 ENF=0, 
由 A(EUF)=u(E) +u(F), 
划 称 上 具有 可 加 性 。 设 上 是 定义 在 集 类 王 上 的 广义 实 值 集 画 数 ， 
如 果 对 于 EE 的 任何 不 相交 有 限 子 类 { 瑟 ,…, 忆 ,}, 若 它 的 代 集 也 在 下 
中 ， 有 | | 
LU ED)= PlE), 


则 称 & 具有 有 限 可 加 性 。 设 4 是 定义 在 集 类 E 上 的 广义 实 值 集 
玫 数 ， 如 果 对 于 E 中 之 集 的 任何 不 家 交手 列 {,}， 若 它 的 寺 集 也 
在 E 中 ;有 


uCU YE) = DuE,), 


. 则 称 & 具有 可 列 可 加 性 ， 
识 4 是 定义 在 环 R 上 的 非 负 广 义 实 值 集 丽 数 , 如 果 它 具有 可 
列 可 加 性 , 井 生 C0) =0, 则 称 4 为 测度 ， 


§7 第 二 章 ”测度 和 外 测 废 31 


由 于 等 式 
UE=EU:… UE,UOUOU..., 
可 知 测 度 具 有 有 限 可 加 性 下面 是 测度 的 一 个 十 分 简单 的 例子 。 
设 f 是 某 集 关中 之 点 的 一 个 非 负 广义 实 值 丽 数 ; R 是 由 X 的 一 切 
有 限 子 集 粗 成 的 环 ;测度 4 由 下 面 的 式 子 俏 定 : 


LC(zo Tn)— fr) 有 x0)=0, 


比较 重要 的 例子 将 在 以 下 几 节 中 出 更， 

识 上 是 环 R 上 的 测度 , EE 是 R 中 的 一 个 集 , 若 有 4C(E)<<co,. 
则 称 已 具有 有 限 测 度 ; 如 果 存 在 R 的 一 个 集 叙 列 {E,} 使 . 

ECU -iE, 、 且 HEn) OO, . N=1,2,..,. 
则 称 忆 的 测度 是 o- 有 限 的 。 如 果 R 中 每 一 个 集 五 的 测度 都 是 有 
限 [ 或 5- 有限] 的 , 则 称 测 度 4w 在 R 上 是 有 限 [ 或 o- 有 有限] 的。 如果 
XeR( 即 R 是 一 个 代数 ) ,并 且 &CX) 是 有 限 或 o 有 限 的 , 则 分 别称 
4 是 全 有 限 或 全 o- 有 限 的 。 设 上 是 一 个 测度 ， 如 果 它 能 满足 下 列 
条 件 ; 
若 EeR, FCE, 且 wu(E)=0, 
有 旭 FéR, 

下 称 4 为 完全 测度 . 

(DD 设 帮 是 定义 在 环 R 上 的 非 负 广 义 实 值 集 丽 数 ,如 果 它 具有 可 加 性 ， 
并 且 R 中 至 少 有 一 个 集 E 能 使 jCE)<co, 旧 (0)==0.。 

(2) 器 王 是 一 个 非 室 类 ,凡是 RE) 上 的 一 个 测度 . 如 果 对 于 任何 尽 eE 
都 有 (ED)<cop, 则 灵 在 RCE) 上 是 有 限 的 ( 套 看 8 定理 9. 

(3) 咒 挛 是 or- 环 上 的 一 个 测度 , 如 具有 有 限 测度 的 一 切 集 的 类 是 一 个 
环 ,具有 c- 有 限 测度 的 一 切 集 的 类 是 一 个 c- 环 . 如 果 我 们 再 假设 几 是 o- 
有 限 的 , 则 具有 有 限 测度 的 一 切 集 的 类 是 o- 环 的 必要 和 充分 条 件 是 ,人 为 有 
限 的 .如果 风 不 是 dc- 有 限 的 , 上 述 车 花 是 否 成 立 ? 

(4) 设 凡是 er- 环 5 上 的 一 个 测度 ， 殖 是 $ 中 具有 o- 有 限 测度 的 一 个 
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集 . 车 D 是 5S 中 之 集 的 一 个 不 相交 类 , 荐 DD 中 最 多 有 可 列 乱 眼 多 个 集 DD 满 
足 关系 式 pCEND) 关 0, (提示: 首先 假定 jCE)<<00; 对 于 每 一 个 正 整数 %， 
渤 虑 类 {D:DeD, (ENN D)>} ) 

(5) 设 凡 是 定义 在 环 R 上 的 非 负 广义 实 值 集 画 数 , 如 果 它 其 有 可 加 性 ， 
并 且 有 0) 三 0 则 凡 呈 有 有 限 可 加 性 、 同 桩 的 氨 述 对 于 全 环 忆 也 成 立 , 但 证 
明 却 不 很 简单 , 可 由 下 列 步 贡 得 到 。 咒 有 一 个 中 不 相交 集 的 有 限 类 {Ei 
… Ew}, 如 果 它 的 并 集 巨 也 在 P 中 ， 旭 称 这 个 类 是 巨 的 一 个 分 割 ， 设 {Ei} 
是 巨 的 一 个 分 割 ,车 对 于 PP 中 每 一 个 集 玉 都 有 


pC(ENF)= Du(ENF), 


i 二 1 
则 称 { 丽 } 是 一 个 -分 着 设 人 Ei 和 {五 小 是 玉 的 两 个 分 盾 ，、 如果 每 一 个 
被 媚 ; 之 一 所 包 ; 则 称 了 可 是 { 忆 有 的 一 个 子 分 割 . 
(5a) 落 { 书 } 和 H{ 已 } 是 忆 的 两 个 分 割 , 称 一 切 形 如 Ei Nn 下; 的 集 粗 成 的 
类 为 {Ei} 和 {五 /) 的 先 积 , 则 这 个 乘积 也 是 已 的 一 个 分 割 。 
(5b》 车 分 割 {5i:} 有 一 个 子 分 割 是 -分 割 ,其 {|} 是 一 个 -分割 . 
(5c) 两 个 p- 分 制 的 乘积 还 是 一 个 -分 割 . 
(5q) 车 二 CoCCiC"…CCn 二 ,其 中 Ci EPyi2 一 0,1,…,7); 半 且 
Di~Ci—CiiéP, 了 一 1 …) 12， : 
期 { 忆 ;Dob … Dw} 是 厂 的 一 个 /三 分 着 。 
(5e) 车 忆 eP, 则 万 的 每 一 个 分 割 前 是 py- 分 割 . 


$8. 区 间 上 的 测度 


为 了 因明 测度 论 的 基本 概念 ， 我 们 现在 来 讨论 一 个 十 分 重要 
的 苏 型 的 测度 间 题 .在 本 节 内 , 空间 义 总 是 代表 实数 款 。 我 们 以 了 
表示 由 左 半 右 开 的 一 切 有 界 区 闻 所 租 成 的 类 , 即 田 一 切 形 如 
{z: 一 co<ae<z<2D<+co} 
的 集 租 成 的 类 ; 荐 以 RR 表示 由 P 中 之 集 的 一 切 不 相交 的 有 限 儒 所 
狂 成 的 类 即 由 一 切 形 如 
Ui{z: 一 co<a 和 z<2<+oco)} 
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的 集 租 成 的 类 。 (容易 验证 , 任何 具有 这 种 形式 的 伐 集 ， 可 以 写成 
共有 同样 形式 的 不 相交 的 供 集 。) 
为 了 座 话 简便 起 齿 , 我 们 用 “中 球 区 闻 " 这 个 名 炙 来 代替 “ 左 闭 
右 开 的 有 界 区 冰 ”， 我 们 采用 中 并 区 间 ， 而 不 采用 开 区 闻 或 天 区 
间 ， 这 只 是 为 了 技术 上 的 方便 。 例 如 , 设 4a, 2 和 4 是 四 个 实数 ， 
一 co<<<p<c<d< co, 有 如 开 区 于 
{x: a<x<ad} 和 {x: Bb<r<c) 
的 差 集 鲜 不 是 一 个 开 区 间 , 也 不 是 开 区 阅 的 有 限 作 。 对 于 并 区 酒 ， 
也 会 过 到 类 似 的 现象 。 但 对 于 补 于 区 间 汉 不 会 费 生 这 样 的 问题 ， 
我 们 有 案 用 补 闭 区间 也 正 是 由 于 它 的 这 个 优点 。 
和 平常 一 样 , 我 们 以 [ea, 2 表示 闭 区 疝 ， 
[a,56]={x: < 妈 z 入 分 ， 
及 [ea, 0 表示 什 玉 区 间 ， 
{4,0) = {rx: a<r<o), 
以 (a, 如) 表示 开 区 更 ， 
(gD)={r: or<b}. 
在 这 些 记 号 里 面 ,我 们 总 是 假定 <<20。 
在 盾 开 区 加 类 P 上 定义 一 个 集 丽 数 4 如下; 
ufa, 0)) =06—a, 
次 易 看 出 , 当 4=2 时 ,区间 [a, 四 成 为 空 集 , 因此 
nC0) 一 0。 
现在 我 们 来 探讨 集 画 数 4 对 于 PP 中 之 集 的 一 些 关 系 。 
定理 1。 访 ( 访 ,…,E,}) 是 P 中 邓 相 交集 的 有 限 类 ,并且 ECE， 
i 一 1,.…,7, 其 中 EoeP, 基 


DuCE) <u), 


i=] 


话 明 。 会 忆 =[a;,62) ,i 一 90， 1 1。 不 素 失 普通 性 , 我 们 可 以 
假定 
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dR 
根据 定 介 中 关于 { 瑟 ,…, Ey) 的 假设 , 就 有 
aas 六 … 入 ar 入 Do 和 po 
因此 


DP A 
i=] i=1 f=, 


i=1 
一 六 一 CI 一 c0 一 上 ACE。 1 
定理 2. 设 几 区 间 而 王 [co bo 被 有 限 个 有 界 开 区 关 
U,;= (4;, 六 0)， 一 2 
的 供 集 所 包 ， 央 
bo—ao< (5 一 anD。 

证 明 。 语 丰 是 一 个 自然 数 使 cokgDu。 著 06 委 po， 划 售 铝 是 
自然 数 使 Dpi€ Uj,3 车 bi, <<bo, 旧 会 如 是 自 然 数 使 DasEU Rs 依 此 类 
推 ,直到 o 能 使 2x >po 为 止 。 不 丧失 普通 性 , 我 们 可 以 假定 二 
n, EH. Li 一 Ui, i 二 1,…,H; 这 是 因为 我 们 只 需 略 去 那些 多 余 的 U,, 
莽 改 变 一 下 号 码 就 行 了 。 换 一 句 疾 划 , 我 们 可 以 假定 

a ao< bi ar Oo< br, 
Qit1 bibit t=1,. ,nl1; 


因此 有 


bo —a0< bn— i= (ia1)T+ > (Bin—6) SE 
1<i 委 2 一 


1 


定理 3. 设 { 瑟 0 有 五, 2，,…) 是 P 中 之 集 的 叙 列 ,其 中 
EC i9 
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期 oo 
A(E) EE, uCE). 
证 节 ， 合 EE 二 [上 ai 62) ,i=0, 1, 2,.…, 著 ao 一 20， 定理 显然 成 
立 。 车 ao<po 取 任 意 正 数 8 使 5<- 加 一 co。 对 于 任意 正 数 员 兮 
Fo=[ao po 一 5 
且 


可 =(c 到 ,区 )， 2 一 十 2 


出 
PFC 7 
因此 , 根据 海 尼 - 波 雷 耳 定 理 , 存在 正 整 数 使 得 肪 CU,0;。 根 
据 定理 2, 我 们 得 到 
LCE0) 一 5 一 (po 一 ao) 一 5 < 


< 一 ai + 训 )< Det. 


因为 和 6 是 任意 的 , 由 此 即 得 定理 的 结 花 。 | 

定理 4. 集 函 数 & 在 已 上 具有 可 烈 可 加 性 。 

二 明 。 设 { 五 } 是 P 中 之 集 的 一 个 不 相交 人 斤 列 ， 它 的 借 集 忆 
也 在 了 中 , 旭 由 定理 工 和 


ZE) SuE), n=1,2,.…。 


i=1 


因此 ， 
SiCE) udE); 


再 利用 定理 3 就 得 到 所 要 的 结 葵 。 上 
定理 5。 在 R 上 存在 唯一 的 一 个 有 限 测 度 K, 壬 当 EcP 时 有 
LCE) =u(E). 
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证 明 。 我 们 知道 , R 中 每 一 个 集 忆 可 以 表 为 P 中 有 限 个 不 相 
交集 的 伴 集 。 讼 
E= UiLE 和 E= Ur, 
是 同一 个 集 忆 的 两 个 这 样 的 表示 式 . 于 是 ,对 于 任意 的 i 一 1,…m 
P 中 的 集 肪 可 以 胡 为 P 中 有 限 个 不 相交 集 的 余 集 如 下 ， 
E= UY,CENF,), 


由 于 4 共有 有 限 可 加 性 ,所 以 
DE = > PENF. 
网 吾 有 


Du = Purne. 


由 此 可 有 内, 若 Ee R, 且 { 五 ， …5 五 是 卫 中 不 相交 集 的 有 限 类 ， 它 的 
佐 集 是 五 则 等 式 


LCE)= Pu? 


无 歧义 地 定 出 了 在 R 上 的 一 个 集 画 数 岂 

由 上 的 定义 可 以 看 出 , & 在 下 上 与 六 相合 ， 寿 且 具 有 有 限 可 
加 性 。 根据 这 两 个 性 时 ， 显 然 可 见 4 是 唯一 的 。 剩 下 需要 让 明 的 
就 是 4 的 可 列 可 加 性 了 。 

设 { 已 } 是 R 中 不 相交 集 的 叙 列 ， 它 的 儒 集 已 也 在 R 中 ; 于 是 
每 一 个 瓦 可 以 表 为 P 中 有 限 个 不 相交 集 的 儒 集 ， 

E= VU,E,, 

且 


HCE) = ulEy). 


先 设 EeP, 居 因 忆 ; 的 双 体 钥 成 一 个 不 相交 的 可 列 类 ,根据 4 的 可 
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列 可 加 性 就 有 
HE)=u(E)= », 2) 一 和 ECDD)。 
i 了 i 


在 一 般 的 场合 ,车 请 是 P 中 有 限 个 不 相交 集 的 作 集 : 
了 一 U ss 
则 利用 加 囊 得 到 的 车 果 , 我 们 有 


LF)= DF) = DENF,)= 
天 k i 


-AENF)= DuE). 1 
i kk i 


由 于 定理 5, 即使 对 于 在 R 中 而 不 在 P 中 之 集 忆 ,我 们 也 可 以 
用 4CE) 来 代 共 LCE), 而 不 致 引起 混乱 . 

(1) 在 定理 和 的 永明 里 ， 氢 列 { 羽 小 中 左 端 点 与 瓦 的 左 端 点 重合 的 那 一 
项 距 作 Ewl; 左 端 虚 与 Em 的 右 端 点 重合 的 那 一 项 记 作 Ew 依 此 类 推 . 不 利 
用 定理 1,2 和 3 也 可 以 证 明 网 

URE,eP 和 CU& 已, ) 一 六 ACEoi). 


1 一 工 

(2) 定理 4 不 依 焉 于 定理 1,2 和 3 的 另 一 种 证 洪 妨 下 ， 将 斤 列 Ei} 中 
各 项 按照 其 左 端 点 的 值 由 小 到 大 重新 排列 然后 应 用 起 限 归 炳 法 ; 参 置 (1). 

(3) 设 &8 是 单 实 变数 的 连 绩 有 限 增 醒 数 ,并 合 

Kal[4,0))=g(6) — g(a), 

则 在 定理 4 和 5 中 ,将 几 换 为 pez, 定理 仍 成 立 . 

《4) 定理 和 和 5 可 以 推广 渭 友 条 欧 几 时 得 窑 间 中 ，、， 只 要 将 “区 间 ” 了 解 
为 下 列 形式 的 集 . 

E={(%1 °° Xn): QEXi<bi, 1 一 

并 由 下 式 定义 内: 


uCE) = | 一 iD) 。 
i=1 


(5) 讽 应 是 定义 在 一 个 生 环 P 上 的 非 负 广 义 实 值 集 丽 数 ， 如 果 它 具有 
可 列 可 加 性 ， 并 且 (0) 二 0， 则 在 环 R(P) 上 存在 唯一 的 一 个 测 府 久 ， 使 当 
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EeP, 有 jCE) 一 p(BE)， 车 4 是 [全 ] 有 限 或 o- 有 限 的 , 荐 pn 也 一 样 ( 浴 看 
5.3 和 定理 5 的 证明 》. : 


妇 . 测度 的 性 质 


设 & 是 定义 在 集 类 上 的 广义 实 值 集 夯 数 ， 如 果 它 能 满足 下 
面 的 条 件 : 
车 EceE, FeE 且 ECRE, 
则 uCE)<ACF,), 
旧称 上 是 单调 的 。 认 4 是 定义 在 集 类 EE 上 的 广义 实 值 集 画 数 ， 如 
果 它 能 满足 下 面 的 条 件 ; 
车 EeE, FeE, ECF, F-—-kEeE 且 |u(E)|<o, 
则 WPF-E)=u(F)—u(E), 
剧 称 4 具有 可 减 性 . 
定理 1。 设 是 环 RR 上 的 测度 , 则 上 具有 单调 性 和 可 减 性 。 
证 明 。 如 果 EcR,FeR 且 ECE, 划 -EeR, 寺 是 
LF)=AE) TUF—E). | 
因为 4 是 非 负 的 , 由 此 推出 4 是 单调 的 ;如 果 uCE) 是 有 限 的 , 则 可 
从 上 式 两 端 各 减 去 uC(E), 由 此 即 得 4 的 可 减 性 。 
定理 2. 说 是 环 R 上 的 测度 , EeR, {E} 是 RR 中 之 集 的 有 
限 或 可 列 类 , 并 且 ECU,E, 虽 


UE)E PuE). 


证 明 。 我 们 引用 下 述 简 单 然而 重要 的 事实 , 车 {五 } 是 环 民 中 
之 集 的 任意 氢 列 , 则 存在 R 中 不 相交 和 集 的 鬼 列 {G;}) 使 得 
CC 用 且 U iG; 二 U i 
(使 Gi= 玉 一 局 (局 :1T 委 j< 让 ) 。 对 斤 列 {EE}) 应 用 这 个 事实 ,再 
根据 4 的 可 列 可 加 性 和 单调 性 ,就 得 到 定理 的 业 论 。 和 
定理 3. 设 上 是 环 R 上 的 测度 , EeR, {所 } 是 R 中 不 相交 集 
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的 有 限 或 可 列 类 , 并且,BCE, 唱 
DE SuE). 
证 明 。 若 { 囊 } 是 有 限 类 ， 则 出 ;Ee R, 于 是 
PE) YUE) uCE). 


如 果 { 互 } 是 可 列 类 ,上 则 因 上 式 对 于 (5;} 的 任何 有 限 子 类 都 成 立 , 所 
以 上 式 对 于 {五 ) 也 成 立 。 
定理 4， 褒 4 上 是 环 R 上 的 测度 ， 加 果 {Ew} 是 民 中 之 集 的 增 
叙 列 ,和 并且 lm E, < 有 ,天 
ulim, Br) =limu(E,). 
证 明 。 含 夯 =0, 一 
Lim, E,) =u( Ui BE) =u( U 已 一 瑟 -D7 一 


一 Pu, 一 五 -站 一 lim, HBi— Ei)= 
i=! i=i 


=—lima( UE—E))=lmu(E,). | 

定理 5。 褒 上 4 是 环 RR 上 的 测度 , 如果 {,} 是 尺 中 之 集 的 减 揪 
烈 , 这 个 叙 列 中 至 少 有 一 项 具有 有 限 测 度 ; 并 且 lim, 已 ,ceR, 则 

um BE,) =lim,u (BE,). 

证 明 。 衣 4CE,) <<o0, 则 当 n 之 m4 时 有 CE,) 入 LL(B,)<<0o， 
因此 Wlim, 五 )<co。 由 于 { 瓦 ,一 已 o} 是 一 个 纵 叙 列 , 根据 定理 1 
和 定理 4, 我 们 有 

KBE) —L dim, Es) =—u(E,—lim,E,) = 
=L (im, (E,— En)) = 
—lim,u (BP, — BE,) 一 
=lim, CE ~u(E,)) = 
一 LE ~lim,u (BE,). 
因为 &( 瓦 一 co, 定理 证 明 完 时 。 1 


40 测 ] 许 论 $9 


设 & 是 定义 在 集 类 下 上 的 广义 实 值 集 画 数 ， 如 果 对 于 下 中 之 
集 的 每 一 个 列 鬼 列 {B,} 有 lm 4CE,) 一 LCE)， 其 中 lim, EE 二 局 
我 们 就 识 4 在 ECE¢c R) 是 下 连 缠 的 ， 类 似 地 ， 如果 对 于 玉 中 之 集 
的 每 一 个 减 叙 列 {E,} 有 lm (CB,) 二 u(E), 其 中 假定 {,} 中 至 少 
有 一 项 启 , 使 |]4CE) | 二 00， 且 lim,B, 二 上， 我 们 就 膏 L4 在 是 上 
连 种 的 ， 定 理 4 和 5 断言; 如 果 4 是 一 个 测度 , 则 4( 在 使 得 4 有 
定义 的 环 中 的 每 一 个 集 ) 是 上 连 灶 同时 也 是 下 连 粮 的 ;下面 是 反面 
的 定理 .… 

定理 6。 哉 由 是 定义 在 环 R 上 的 非 负 有 限 实 信和 集 囊 数 , 并 只 
有 可 加 性 。 如 果 上 在 民 中 每 一 个 集 巨 是 下 过 结 的 ,或 者 在 0 是 上 
速 炉 的 ,草书 是 R 上 的 一 个 测度 。 

证 明 。 首 先 , 由 于 4 具有 可 加 性 , 并 有 R 是 一 个 环 ,利用 数学 
归 牧 法 可 证 4 具有 有 限 可 加 性 。 讼 {E,) 是 R 中 不 相交 和 集 的 一 个 
氢 列 , 它 的 贷 集 五 也 在 及 中 。 命 

F,=UiE, G。= 瑟 一 忆 。 

如 果 上 是 下 回炉 的 ， 旭 因 {P) 是 有 中 之 集 的 一 个 增 叙 列 , 坦 

且 lm, 二 BE, 我 们 有 


LCE) =limyp Fs) =lim, DE) = DE). 


i=]1 i=1 


如 果 上 在 0 是 上 连 矿 的 ， 则 因 {G,} 是 R 中 之 集 的 一 个 威 八 
列 , 才 且 lmsG, 二 0, 同 时 由 于 & 是 有 限 的 ,我 们 有 


HE) = Du) tuCG,) = 


lm PED tlmat (G0) = DnB). | 


i=] 
(1) 定理 1,2,3,4 和 5 对 于 侍 环 也 成 立 ， 可 以 军 接 加 以 证 有 明 ， 世 可 以 借 
助 于 8.5 将 它们 化 为 对 应 的 关于 环 的 定理 而 得 证 ， : 
(2) 设 几 是 环 R 上 的 测 庆 ,车 妃 和 五 是 R 中 任意 二 集 , 则 
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NEFHEF) SHEUF) HNCENE). 
车 ,FR 和 GG 是 R 中 任意 三 集 , 则 
nEOF TA OI HH ENF NG)= 
=pEUFUOAENF)+HAEF NG FAGNE). 
上 壕 烽 论 可 以 推广 到 任意 有 限 多 个 集 的 场合 . 
(3) 设 凡 是 环 R 上 的 测度 ,区 和 下 是 R 中 二 集 , 我 们 用 记号 EE~F 才 
示 j(EAF)=0 这 个 性 质 , 则 关 条 “~* 具 有 自 反 性 、 对 称 性 和 推移 性 。 如果 
E~F, 则 pw(E) 二 pCF) 二 (ENF). R 中 具有 性 质 E~0 之 集 轧 的 会 体 
是 藻 形 成 一 个 环 ? | 
下 C4) 沿用 (3) 中 的 记号 ， 并 合 PCE, F)=p(EAF), 乔 P(E, F) 守 0， 
POE,F)=PCE, E), H P(E, F)<PCE, G)+P(G, F). 如 时 El~E, 
Fi~Fs, NPCEL1 FD)=P(E?, F'2). 
(5) 定理 和 和 5 可 以 推广 如 下 , 设 几 是 环 R 上 的 测度 , 如 果 {En} 是 民 
中 之 集 的 一 个 叙 列 , 井 且 


和 =。 BR, # 一 1 2 …， lim infn Bo 一 Un 号 <eR， 
出 HCLim inf， En)<<lim inf, LCEn). 类 似 地 , 如 果 
U iE; eR, Nn 二 1,2,…, lim sup» 五 :一 No U RE: eR, 


并 且 至 少 存在 4 的 一 个 值 使 (CU,Ei) <0， 则 
Klim supn En)>1lim supn p(BEn). 


oo 
《6) 在 (5) 的 后 站 部 里, 如果 再 假定 > p(s) <c0, 则 


n=l 
Llim supn En) =0. 

(7D 设 下 是 区 间 0 委 x 私 IL 中 一 切 有 理 数 的 集 ， 井 设 了 是 由 形 如 {x*: 
Xe GX<B} 的 一 切 “ 千 阴 区 间 * 粗 成 的 类 , 其 中 0<<a<p<1,， 4 和 5 是 有 
理 数 . 在 P 上 定义 集 本 数 如 下 : 

MAX: GEX<O))=0—a, 
则 pw 具有 有 限 可 加 性 ,并 且 是 .上 连 楼 和 下 连 粹 的 ， 但 六 不 具有 可 列 可 加 性 ， 
因此 定理 6 对 于 个 环 不 成 立 。 

(8) 发 站 是 一 切 正 整数 的 集 ， 井 嫩 R 是 由 居 中 一 切 有 限 集 及 其 余 集 组 
成 的 类 ,对 于 R 中 的 了 ， 沙 五 是 有 限 集 ， 命 pCE)==0, 车 琅 是 无 限 集 ， 令 
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(CE) 一 吕 。 则 集 醒 数 4 在 0 是 上 连 精 的 ， 但 不 具有 可 列 可 加 性 , 因此 完 
理 6 的 后 中 部 当 pw 可 以 取得 仿 限 使 时 不 成 立 

(9) 在 定理 5 中 ， 如 果 将 “至 少 有 一 项 具有 有 限 测 庶 " 的 条 件 取消 , 定理 
是 否 仍 成 立 ? 

(10) 珊 筷 是 一 个 可 分 的 完全 度量 空间 ,凡是 定义 在 不 中 全体 波 雷 耳 集 
类 上 的 测度 , 且 uCX) 一 了 则 存在 X 的 于 集 本, 使 如 为 可 列 个 紧 集 的 借 集 并 
且 CE)=1.( 提 示 : 设 {xw} 是 在 X 中 称 敌 的 点 叙 列 , 合 U4 为 以 x 为 中 心 ， 
以 地 为 华 径 的 阴 球 体 .对 于 0<s<1 及 二 加 1 U4 合 oh 为 满足 下 列 
关系 的 最 小 正 整数 : 

LNA Fi) >1—e. 
车 C= Nn 多 Fi 则 C 十 紧 集 ， 六 且 WCC)>1—e). 


810. 外 测度 


设 正 是 一 个 非 空 类 , 如 果 它 能 满足 下 面 的 条 件 ， 
若 EeE,FCE, FeE, 

则 称 王 是 相传 的 。 

由 忒 中 某 一 子 集 五 的 一 切 子 集 组 成 的 类 是 可 伟 类 的 一 个 且 
型 例子 。 我 们 需要 用 到 的 关于 可 传 类 的 代数 方面 的 理论 ， 是 一 些 
很 简单 的 理论 ,并 有 与 我 们 已 针 用 过 的 关于 环 , 0- 环 以 及 其 他 集 类 
的 理论 完全 类 似 。 首 先 , 任意 多 个 可 傅 类 的 交 仍 是 一 个 可 传 类 , 因 
此 , 对 于 任 一 个 集 类 , 存在 包含 这 个 类 的 最 小 可 傅 类 。 我 们 所 特别 
注意 的 将 是 那些 本 身 是 o- 环 的 可 传 类 ; 容易 看 出 ， 要 使 得 一 个 可 
传 类 是 o- 环 ， 必 须 而 且 只 须 这 个 可 传 类 封 关 于 可 列 供 的 运算 。 裔 
E 是 任意 的 集 类 ， 我们 以 H(E) 表 示 由 EF 产生 的 可 传 o- 环 , 即 , 包 
含 三 的 最 小 可 传 o 环 。 事 实 上 上 ， 由 下 产生 的 可 传 0- 环 就 是 龙 被 
E 中 之 集 的 可 列 供 所 淡 盖 的 一 切 集 钥 成 的 类 ; 落下 是 封 六 于 可 殉 
儒 运 算 的 非 空 类 (例如 下 是 一 个 呈 环 ), 上 则 HC(E) 是 由 E 中 之 集 的 
一 切 子 集 组 成 的 类 。 
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股 pe 是 定义 在 集 类 EE 上 的 广义 实 值 集 丽 数 ,如 果 它 能 注 足 下 
面 的 条 件 ， 
车 EcE, FeE, 有 EUFeE, 
则 EUF) SE) Fu CF), 
划 称 uw* 具有 地 分 可 加 性 . 发 u* 是 定义 在 集 类 EE. 上 的 广义 实 值 集 
画 数 ， 如 果 对 于 的 任何 有 限 子 类 {及 ,…, 4.}， 车 它 的 代 集 也 在 
E 中 ,有 


MK U LEDS He (CE,), 


则 称 4* 具有 有 限 邵 分 可 加 性 设 1* 是 定义 在 集 类 EE 上 的 广 闵 
实 值 集 丁 数 , 如 果 对 于 中 之 集 的 任何 的 列 {E,}， 车 它 的 借 集 也 
在 E 中 ,我 们 有 


UE) SPE), 


则 称 pe 具有 可 列 部 分 可 加 性 。 

设 w* 是 定义 在 可 仿 0- 环 H . 上 的 非 负 广 义 实 值 单调 集 商 数 ， 
如 果 它 具有 可 列 部 分 可 加 性 , 并 有 4* C0) 一 0, 旭 称 1* 为 外 测度 . 
容易 看 出 ， 外 测度 必定 具有 有 有限 部 分 可 加 性 。 关 于 测度 的 [全 ] 育 
限 或 0- 有 限 这 些 术 语 , 可 以 同样 用 之 于 外 湖 度 . 

当 我 们 就 图 将 测度 的 概念 从 环 扩张 到 较 广 泛 的 集 类 上 时 ， 很 
自然 地 就 产生 了 外 测度 的 概念 。 下 面 的 定理 包含 着 关于 这 方面 的 
某 些 彻 节 的 精 人 确 陈 述 。 

定理 1， 启 4 是 环 民 上 的 测度 ,如 果 对 于 HCR) 中 每 一 个 集 
E, 定义 
ps (FE) =inf| DE,): EeR, n=1,9%,.; EcU®,, BE， 


na 二 ] 


若 4* 是 上 扩张 到 HCR) 上 的 一 个 外 测度 ; 如果 上 是 [至 jo~- 有 限 的 ， 
划 le 也 一 样 。 
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外 测度 u* 称 为 由 测度 上 引出 的 外 测度 。w*() 在 口头 上 可 
以 描述 为 形 如 也 A(E,) 的 和 数 的 下 确 界 ,其 中 {E,} 是 R 中 之 集 的 
叙 列 , 它 的 借 集 包含 E. 

证 明 。 车 Ee R, 划 ECEUO0U0U…, 因由 4*(E)<u(E)+ 
LO0) FuC0) Ft =u(E), 荔 一 方面 , 若 EER, E,e R,n=1,2,.…,H. 
ECU”_, EE,, 则 由 89 定理 2, LE) 人 Dyn(E,)， 因此 KC(E) 志 


4*( 玉 ) ,这 就 讨 明 了 4* 是 4 的 扩张 , 即 当 EeR 时 nw*(E)=n(E); 
由 此 规 有 ur (0) =0, 

车 EeH(R), Fe HC(R), ECF, 旭 习 中 之 集 的 任何 叙 列 如 果 
淡 辣 忆 一 定 也 遮盖 ,因此 (BE)Su*(F). 

为 了 证 明 1* 具有 可 列 部 分 可 加 性 ， 设 玉 和 马 是 HCR) 中 的 
集 , 井 有 EC UE; 合 6 为 任意 正 数 ,并 对 于 每 一 个 i 一 1, 3,…, 选 
取 R 中 之 集 的 一 个 叙 列 {y} 使 

EcCUAE 有 DB) Sr E+. 
《 模 据 we CE) 的 定义 , 这 样 的 叙 列 是 存在 的 ,) 因 为 已; 的 至 体 是 民 
中 之 集 的 一 个 可 列 类 ,并 和 且 这 个 类 淡 辣 已 所 以 
(BEE, > OBE 二 (BE) 十 Be 


i=] j=! 


由 于 8 是 任意 的 , 我 们 有 


WE)SCE uF). 


最 后 , 设 上 4 是 叶 有 限 的 ， 并 设 EE 是 H (R) 中 的 任意 集 。 和 根据 
H(R) 的 定义 , 存在 R 中 之 集 的 叙 列 { 巨 ), 使 得 ECU%E。 因为 
4 是 0 有 限 的 ， 所 以 对 于 每 一 个 i 二 1,3,…, 存在 R 中 之 集 的 亿 列 
(BE;;), 使 得 | 


§10 -第 二 章 ” 测 庆 和 外 测度 45 


EiC Uj; jy 县 ulEi;) < Co。 

因此 

EcUrUiE: HH CWEy)=uEy)<o0. 1 

(1) 在 定理 1 的 假 订 条 件 下 ,车 凡是 有 限 的 ,uh* 是 否 一 定 也 是 有 限 的 ? 

(2) 对 于 任意 集 类 EE, 我 们 以 J(E) 表示 包含 E 的 最 小 可 优 环 . 没 几 是 
定义 在 环 R 上 移 菲 负 有 限 实 值 集 陋 数 , 并 具有 有 限 可 加 考 。 如 果 对 于 J(R) 
中 每 一 个 集 E, 定义 

人 (CE)=int{y(F):ECF eR)}, 

则 pr* 是 定义 在 JCR) 上 的 非 负 有 限 实 值 集 范 数 , 并 具有 有 限 部 分 可 加 性 . 对 
于 EeR, 蚌 否 有 jp*(E)=p(E)? 

(3) 设 H 是 下 的 一 些 子 集 粗 成 的 类 ， 要 使 得 互 形成 由 六 的 一 切 于 集 
成 鬼 布 尔 环 中 的 理想 子 环 , 必须 而 且 只 须 H 是 一 个 可 传 环 ; 贿 看 4.4. 

(4) 下 而 是 定义 在 可 全 rc- 环 上 的 集 画 数 的 几 个 例子 ; 其 中 有 的 是 外 测 
旗 ; 有 的 则 恰好 违反 了 定义 外 测 庆 的 条 件 之 一 ， 

《4a) 久 是 任意 的 一 个 集 ,H 是 由 六 的 一 切 子 集 组成 的 类 . 对 于 关中 任 
意 一 个 固定 的 点 joy 令 *(E) 二 XE(X0). 

《4b) 五 和 于 同 (4a); 对 于 8 中 每 一 个 Ep*(E)=1. . 

(4c) 及 二 {4%;》)》 是 包含 恰好 两 个 不 同 点 x 和 3 的 集 , 日 是 由 关 的 一 切 
子 集 粗 成 的 类 ， HL 由 下 式 确 定 : 

kL*(0)=0, pm"({x) =p*({y}) =10, p(X)=1. 

(49) 久 是 由 100 个 点 粗 成 的 集 ， 这 100 个 上 成 排 成 每 列 10 个 点 共计 10 
列 的 方 障 ; HH 是 由 承 的 一 切 子 集 租 成 的 类 ; p* (CE) 是 含有 中 至 少 一 个 点 
的 列 的 数目 。 

(4e) 扎 征 全 体 正 整 煞 集 , BH 是 由 革 的 一 切 子 集 粗 成 的 类 .对 于 的 每 
一 个 有 限 子 集 五 ,以 Z( 五 ) 玫 五 中 之 上 扎 的 数目 ; 


MW* CE)=1im supy vBN, ,1}), 不 
《和 全) 环 是 任意 的 一 个 集 , H 是 由 站 的 一 切 有 限 或 可 列子 集 粗 成 的 类 ， 


人 ( 匹 ) 是 瓦 中 之 点 的 个 数 ( 一 0 沙 五 为 无 限 集 ) 、 
(5) 设 p* 是 定义 在 可 传 o~ 环 日 上 的 外 测度 , Eo 是 莫 中 任意 一 个 固 
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定 的 集 ， 则 由 等 式 po* (EB) 二 jp*(EN Eo) 确定 的 集 本 数 jy* 是 H 上 的 一 个 
外 测 庭 。 
(6) 设 和 和 ju* 是 定义 在 可 传 o- 环 H 上 的 两 个 外 测 庭 ， 则 由 等 式 
v(E) 二 MYCE) Up*(E) 确 定 的 集 配 数 yv* 是 H 上 的 一 个 外 测 许 . 1， 
(7) 设 {pw*} 是 定义 在 可 传 o~ 环 H 上 的 外 测 论 叙 列 ，{4x} 是 一 个 正 数 
列 , 基 由 等 式 


wm 
LE)= an py.*(E) 
n=1 


确定 的 集 国 数 we* 是 H 上 的 一 个 外 测度 . 


81T 可 测 集 


设 4* 是 定义 在 可 传 o 环 上 的 外 测度 。H 中 的 集 瑟 称 为 we- 

可 测 的 , 如 果 对 于 H 中 每 一 个 集 4, 有 
WA)=p* ANE) tn (ANED). 

as- 可 测 竹 是 外 测度 理 渝 中 极为 重要 的 一 个 概念 。 以 下 我 们 
就 要 天明 be- 可 测 性 的 含义 ; 在 没有 部 知 它 的 含义 前 ， 要 对 4*- 可 
测 性 有 一 个 直观 的 理解 是 相当 困难 的 。 首 先 我 们 指出 ， 外 测度 不 
一 定 是 具有 可 列 可 加 性 , 其 至 有 限 可 加 性 的 集 画 数 〈 参 小 10.4d) 。 
为 了 试图 满足 可 加 性 的 要 求 , 我 们 选 出 那些 集 , 它们 能 馆 可 加 地 分 
制 任何 其 他 的 集 一 一 4*- 可 测 集 的 定义 就 是 这 种 很 模糊 的 说 法 的 
精 信 表达。 这 个 卦 看 起 来 相当 复 厅 的 构 念 的 引进 ， 在 843 中 征明 
有 关 测 度 的 扩张 的 重要 定理 时 , 被 姓 实 是 十 分 有 成 效 的 。 

定理 1， 认 1* 是 可 传 0 环 日 上 的 外 测度 ， 旧 由 公 体 4* 一 可 
测 集 组 成 的 类 S 是 一 个 环 。 

证 明 。 车 五 和 下 是 S 中 的 集 ,并 且 4《H, 天 
(a) pr CA) = (ANE) Ts CANED, 
Cb) HANE)=u (CANENF) +u* (ANENF), 
(c) (ANE = ANE NF TANENF). 
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将 (b), (@ 代 大 (a) ,得 到 
Cd) CA) = ANENF) T+u* (ANENF) + 
FANENF) + ANENEF). 
在 等 式 (d) 中 ,将 4 换 为 AN (CEU 下 ), 划 右 端的 前 三 项 保持 不 变 ， 
而 第 下 项 为 零 : 因此 
(e) uAN CGEUF)) = ANENF)+ 
+ CANENF) +u ANENF). 
又 因 EN 一 (EUF)', 将 (e) 代 天 (d), 就 有 
(fy WA = CANCEUF)) tH ANCEUF)), 
这 就 证 明了 EUFe5, 
类 似 地 , 如 果 在 等 式 (d) 中 将 4 换 为 
ANC(E- 玉 /一 AN (EUF), 划 得 
(g) uANCE-—F))=p* (ANENF)+ 
uCANENF) FANENF). 
由 于 NF'==E 一 ,将 (g) 代 天 (d), 我 们 得 到 
(h) WA = (AN CE 一 下) 二 ur(C4n (CE 一 下 ]， 
这 就 让 明 了 无 一 屎 ecS$。 此 外 ,五 =0 显然 满足 等 式 (a)， 由 此 可 见 S 
是 一 个 环 。 
在 进 太 pe- 可 测 性 的 较 深 性 质 的 研究 前 ， 我 们 先 指出 下 述 简 
单 然而 有 用 的 事实 。 
设 w* 是 可 传 o- 环 H _ 上 的 外 测度 , 是 H 中 的 集 。 如 果 对 于 
H 中 每 一 个 集 4, 有 
WA CANE) Fu ANEND, 
则 五 是 u*-- 可 测 集 . 
这 个 事实 的 证明 非常 简单 ， 因 为 x* 具有 部 分 可 加 性 , 由 此 立 
即 得 到 反方 向 的 不 等 式 4*(A) A (4 门 巨 ) Ta (4 人 已)。 
定理 2， 设 4* 是 可 传代 环 日 上 的 外 测度 ， 草 由 双 体 1*- 可 
测 集 组 成 的 类 S 是 一 个 0- 环 和 如果 A4EH, {E,) 是 $ 中 不 相 交集 


> 
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的 氢 列 , 并且 UU “_E,=E, 唱 
ANE)= DANBE,). 


证 明 。 在 等 式 (e) 中 ,将 巨 和 下 分 别 换 为 及 和 及, 我们 有 ， 
WAN CEU EB) = ANED) Fu (ANBE). 
应 用 数学 归 灿 法 可 首 , 对 于 任何 正 整 数 n, 下 式 成 立 ， 


uANUELED)= BCANE). 


了 = 


合 
F,= UiE, | i 二 1,2,.…, 
则 由 定理 1， 
CA) = ANF,) tu (ANF)> 
> ANE) + ANE). 
由 于 .上 式 对 于 每 一 个 都 成 立 , 我 们 得 到 ， 
GD DE ANE) + ANE)> 
>u*(ANE) + (ANE). 


因此 Ee SC 这 也 就 识 明 了 S 封闭 于 不 相交 可 列 侨 的 运 算 )， 从 而 
Cj) Ei ANED tH (ANE)=u (ANE) +u* (ANEN. 


在 (ij) 中 将 4 换 为 A4 几 EE， 就 证 明了 定理 的 第 二 部 分 。( 不 能 从 等 
式 (j) 的 两 端 各 减 去 p* (4 站 ,因为 它 不 一 定 是 有 限 数 ,) 因 为 环 
中 之 集 的 任何 可 列 并 可 以 表 为 该 环 中 集 的 不 相交 可 列 贷 ， 所 以 5S 
是 一 个 o- 环 。 上 

定理 53， 届 p 是 可 伟 0 环 H 上 的 色 测 度 , S 是 由 全 体 4*- 
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可 测 集 组 成 的 类 ， 则 外 测度 为 零 的 集 都 在 S 中 。 如果 对 于 S 中 的 
集 忆 定义 EC(E) 一 a*(E), 则 5 是 S 上 的 一 个 完 双 测度 。 

测度 5 称 为 由 外 测度 x* 引出 的 测度 。 

证 明 。 车 Be H, 并 且 wu*(E)==0, 其 对 于 H 中 每 一 个 集 4, 我 
们 有 ， 


uA = (EE) FA PA ANE TH ANE), 
因此 EeS。 在 等 式 0j) 中 将 4 换 为 轧 就 得 到 在 S 上 的 可 列 可 
加 和 性。 如 果 
EeS, FCE, 且 LCE)=u* CE)=0, 
央 tr*CF)==0, 因 此 eS, 这 就 脖 明 也是 一 个 完 双 测度。 | 


(1) 在 10.44 中 ,和 集 已 是 p*- 可 测 集 的 必要 和 充分 条 件 是 ;对 于 忆 中 每 
一 个 点 +， x 所 在 的 那 一 列 点 翁 部 都 在 巨 中 .在 10.4f 中 ， 哪 些 集 是 J*- 可 
测 集 ? 

(2) 设 je 是 可 传 o- 环 H 上 的 外 测 庆 .在 甚么 附加 条 件 之 下，H*- 可 
” 测 集 的 至 体形 成 一 个 代数 ? 

《3) 在 定理 1 的 证 明 里 ， 将 等 式 (d) 中 的 4 换 为 AN (已 UPD)， 可 以 
直接 诈 明 5 对 于 交 和 的 运算 是 封 阴 的 如果 将 及 换 为 4N(F 一 E)'=An 
(EU 到), 可 以 得 出 其 勾 竺 论 ? 

(4) 设 * 是 定义 在 可 传 环 J] 上 的 非 负 有 限 实 值 单 庙 集团 数 ， 并 具有 有 
限 部 分 可 加 性 ; 寡 看 10.2。 jc 可 测 集 的 全 体形 成 一 个 环 并且 集 画 数 j* 在 
这 个 环 上 具有 可 加 性 . 

(5) 设 j* 是 可 传 o- 环 H 上 的 外 测度 ,5 是 由 双 体 j*- 可 测 集 租 成 的 
类 。 如 果 A4eH，{Ex} 是 5 中 之 集 的 增 叙 列 , 则 

p* Cima(ANE,))=limsp* (CAN E,). 
类 似 地 ,如 果 4 eH, {Ew} 是 引 中 之 集 的 减 领 列 , 并 且 至 少 在 在 x 的 一 个 值 
使 jp*CAN Em)<0, Wp OQimnCANE,))=limap* (CAN En). 

(6) 说 jp* 是 可 传 o~- 环 H 上 的 外 测度 ,入 是 H 中 的 两 个 集 ， 其 中 
至 少 有 一 个 是 "~ 可 测 集 , 则 ( 贿 看 9.2) 

CE) EF) CEUF)+FACENEF). 
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C7) 本 节 中 的 辕 葵 也 可 以 利用 分 割 ( 贿 看 7. 四 得 出 .。 设 {Bi} 是 有 限 个 
或 可 列 个 不 相交 集 的 氢 列 , 井 且 LU; 应 一生 则 称 {i;} 是 一 个 分 割 .出 4* 是 
可 和 传 o~ 环 日 上 的 介 测 庶 ， {i} 是 一 个 分 割 ， 如 果 对 于 H 中 每 一 个 集 4 都 
有 


°CA)= Dp*(ANE,), 


则 称 { 尼 } 是 一 个 *- 分 割 ; 如 果 分 割 {E, 天 } 是 一 个 je- 分 制 , 则 称 忆 是 一 
个 j*- 集 . 咒 ( 司 } 和 { 已 让 是 两 个 分 制 , 如 果 每 -- 个 EE; 被 Fj; 之 一 所 包 ) 划 称 
{EE} 是 {7) 的 一 个 子 分 割 ， 关 称 由 一 切 形 如 Ei ;的 集 粗 成 的 分 割 为 
{ 局 } 和 { 厂 }) 的 乘积 。 我 们 注意 到 , 要 使 得 H 中 的 集 是 J.*- 集 , 必须 而 且 只 须 
它 是 在 本 节 意 义 下 的 pr- 可 测 集 ， 

(7a) 两 个 Me 分 制 的 乘积 还 是 一 个 we- 分割 。 

(7b) 车 jp*- 分 割 (Ei;} 有 一 个 子 分 割 是 p+ 分割， 期 {加 i} 是 一 个 we- 分 
制 . 

(7c) 分 割 (Bi} 是 j*- 分 割 的 必要 和 充分 条 件 是 : 每 一 个 EE; 是 *- 集 . 

(7d》 由 圣 体 jy*- 集 组 成 的 类 是 一 个 o- 环 .( 提 示 ; 由 全体 us- 集 相 成 的 
类 是 一 个 土 玉 于 不 相交 可 列 件 运算 的 环 .) 

(8a) 设 昌 是 由 度量 空间 及 的 一 切 子 集 粗 成 的 类 , u* 是 定义 在 H 上 的 
外 测 庆 ,如 果 当 PCE,) >0 时 有 

EVF)=p(E)+ pF), 

其 中 P 是 球 上 的 度量 , 则 称 jv* 是 一 个 度量 外 测度 . 说 * 是 一 个 度量 外 测 
讼 ,如 果 忆 是 中 一 个 开 集 太 的 子 集 , 逢 且 


& . 
Es=EN{x: PCx， DD>> 二 上 MN 一 1 2,*…, 


其 imp*(CEn) 二 jp*(E).( 提 示 : {En} 是 以 区 为 其 僚 集 的 一 个 增 叙 列 。 倒 
Eo 二 0; Ds 二 Ent1 一 ny 如果 Dn+1l 和 Ew 都 是 非 空 的 , 则 PCDn+i， En)>0, 


于 是 有 
En 


凡 * (五 2 了 1 之 > pm(Da) 和 pp* (D> HW* (D2i—1). 


i | i=l 


当 圾 数 
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om oo . 
P| (Da) 和 和 > ML* CDai—1) 
i=l i 二 1 
中 的 任何 一 个 发 散 时 , 桔 葵 显 然 成 立 ; 如 果 两 个 条 数 都 收敛 , 则 糙 论 可 由 下 面 
的 关系 式 得 出 ; 
om 00 
EE Em + dope CDD+ YE, NeCDoa-D.) 
一 好 i=n 二 1 
(8b) 构 j* 是 度量 外 测度 ， 则 每 一 个 开 集 (因此 ， 每 一 个 波 雷 耳 集 ) 是 
-可 测 集 .( 提 示 ， 设 可 是 开 集 ，4 是 了 的 任意 于 集 ， 对 玉 =4NU 应 用 
(8a). 因为 PCEw, ANT)>0, 于 是 有 
Ww A En (ANTD = En tp ANDT).) 
(8c) 设 央 是 定义 在 庆 量 空间 总 的 全 体 子 集 类 上 的 外 测度 , 并 且 使 得 
每 一 个 开 集 是 pp 可 测 集 ， 划 jw* 是 一 个 庆 量 外 测 许 (提示 : 沙 PE 天) 
>0, 例 口 是 满足 关 邓 式 EEcU 和 FNU=0 的 一 个 开 集 , 然后 以 A 二 EUF 
来 哉 验 口 的 * 一 可 测 性 .) 


第 三 章 
测度 的 扩 暖 


12. 引出 的 测度 的 性 览 


我 们 已 纸 知 道 , 由 一 个 测度 可 以 引出 一 个 外 测度 , 由 一 个 外 测 
诬 也 可 以 引出 一 个 测度 .如 果 我 们 由 一 个 测度 4 引发, 先 建立 由 它 
引出 的 外 测度 2*, 再 建立 由 心 引出 的 测度 4 我们 要 闻 :; LL 和 上 之 
阅 存 在 巷 么 关系 ? 本 节 的 目的 就 在 回答 这 一 个 辣 题 ,在 本 节 天， 
我 们 假定 : 

4 是 环 及 上 的 测度 ,ie 是 HGOR) 上 由 引出 的 外 测度 ,是 5 
上 由 ie 引出 的 测度 , 其 中 吕 是 由 僵 体 pr*- 可 测 集 组 成 的 o- 环 。 

定理 1。 SCR) 中 每 一 个 集 是 pr*- 可 调集 。 

证 明 。 设 EeR, AeH(R), >>0, 旧 由 y 的 定义 , 存在 民 中 之 
集 的 叙 列 {5,), 使 得 AC LU- 已, 并 和 且 


pr (4) FED ED)= BENE)+AE, NB) 


CANE)+A (ANE),. 
由 于 上 式 对 于 任意 的 8 成 立 , 因此 已 是 必 - 可 测 的 。 换 一 句 话 股 ， 
我 们 已 经 应 明了 RCS; 又 因 S 是 一 个 o 呈 浆 ,所 以 SCR)CS。| 
定理 2。 设 玉 e HCR), 则 
u* (EE) =inf {I(F): ECFeS)}= 
=inf {HE(F):ECFe SC(R)). 
这 个 定理 也 可 以 叙述 如 下 ; 由 SCR) 上 的 4 引出 的 外 测度 以 及 
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由 S 上 的 引出 的 外 测度 都 与 必 重合 。 | 
证 明 。 因 为 对 于 民 中 的 本 有 kK(CF) 二 =u (F) (根据 上 的 定义 
和 810 定理 1), 因此 


pr (E) =inf| DE): EC UE, EeR, n=1,9, 人 > 
办 一 1 


>inf| 并 FE : CU， EeSC(R), n=1,2, 
一 了 


Ld 


因为 SCR) 中 集 的 任何 叙 列 (已 ,} 如 果 满 足 关 系 式 
EC US 一 已 
则 可 以 换 为 具有 同样 性 质 的 一 个 不 相交 包 列 ， 而 不 致 增加 叙 列 各 
项 的 测度 之 和 ;又 由 上 的 定义 ,对 于 5 中 的 已 有 4& (CF) =1*(F)， 
因此 E 
CF) inf{(n(F): ECFESC(R) }> 
>in{f{L(F) :ECFeS}>u*(E),. .| 

设 EeH(R), FeSCR), ECP 如 果 对 于 SCR》 中 满足 关系 式 
GCF 一 E 的 每 一 个 集 G, 有 4 CG) =0, 旭 称 下 是 吾 的 一 个 可 测 复 
盖 。 不 严格 地 咀 , HR) 中 之 集 忆 的 可 测 复 盖 是 SCR) 中 篷 盖 互 的 
最 小 集 。 | 
定理 3。 褒 巨 是 H(R) 中 具有 0 有 限 外 测度 的 集 , 则 存在 
SCR) 中 的 集 丁 使 L*CE)=4CF), 并 使 下 为 巨 的 一 个 可 测 复 盖 。 

证 明 。 首 先 假定 u*(E)<ioo。 

由 定理 2, 对 于 每 一 个 n=1,2,…, 存在 SCR) 中 的 一 个 集 局 ,， 
使 得 


EcF, 且 EF)S(E)+i. 
含有 = 们 2 Fo 则 
ECFeS(R) WCE)EHP) SRE) SBE). 
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由 于 有 是 任意 的 , 因此 pr () 一 KCF)。 如果 Ge SCR) 砷 且 GC 
一 ,于 是 ECF G, 我 们 有 
UF) = (EBE) ENF OO =uF) 一 KGG) Cup); 
因为 KCF)<<c0, 所 以 L(G) 二 0, 这 就 识 明 了 下 是 巨 的 一 个 可 测 复 
著 ie*(E)=00, 到 因 下 是 具有 oo 有 限 外 测度 的 集 , 它 可 以 表 
为 可 列 个 具有 有 限 外 测度 不 相交 集 的 供 集 : 
E=\JiE, iu*(E,)<0, 
设 已, 是 忆 , 的 可 测 复 盖 , 着 售 丰 = UP 划 显然 有 FeSCR) 和 
ECF, 如 果 GCF 一己 上 剧 G= ”Gs 其 中 Gs 一 GN 由 于 
GsCF 一 ,因此 4CG。) 一 0, 所 以 KG) 蕊 也 KCG,) 一 0 由 此 
可 知 , 尺 是 五 的 一 个 可 测 复 盖 。 竺 式 1*(E) 二 nC 下 ) 在 4*(B) 一 oo 
的 场合 下 显然 成 立 , 因为 此 时 LCF) 一 co。 | 
定理 4 设 EeHCR), 下 是 互 的 可 测 复 盖 , 央 1* (BE) 二 4(FF); 
如 果林 和 古都 是 妃 的 可 调 复 盖 , 则 KG A 矶 ) =0， 
证 明 。 由 关系 式 玉 CC 玉 门 记 CC 可 以 推 则 一 Cn) CC 
所 一 ,由 于 五 是 玉 的 可 测 复 辣 ,因此 有 
HRI FINFD))=0. 
类 似 地 , 有 
uCFa— (FiNF2)) =0. 
因此 
LRA Fs) =0., 
车 必 人 已 ) 一 oo 等 式 以 (CE) 一 AGO 显然 成 立 : 若 必 人 已)<oo， 
则 由 定理 3, 存在 巨 的 可 测 复 盖 Fo 使 
LFY) 一 4 (E). 
根据 前 面 所 述 可 知 , 任意 两 个 可 测 复 盖 具 有 相同 的 测度 , 因此 定理 
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手 明 完 时 。 | 

定理 5、 设 4 在 RR 上 是 0 有 限 的 , 则 SCR) 上 的 测度 4 和 5 
上 的 测度 正 都 是 o- 有 限 的 。 

证 明 。 根 据 $10 定理 1, 如 果 上 4 是 呈 有 限 的 , 上 则 4* 也 是 o- 有 
限 的 。 因 此 ,对 于 5S 中 每 一 个 集 轧 存在 HR) 中 之 集 的 一 个 盘 列 
{ 瓦 } 使 得 

ECUiE, LW* (Ei) < 00, i=1,2,.…,。 
对 于 每 一 个 包 应 用 定理 3, 就 得 到 定理 的 灶 论 。 上 

在 本 节 开 头 所 提出 来 的 问题 也 可 以 从 另外 一 个 方向 提出 。 如 
果 我 们 由 一 个 外 测度 1* 出 发 ， 先 建立 由 它 引 出 的 测度 上， 再 建立 
由 丸 引 出 的 外 测度 2, 皮 L* 和 必 之 问 存 在 项 么 关系 ? 一 般 妨 来 ， 
这 两 个 集 画 数 是 不 相同 的 但 当 引 得 的 外 济 度 pr 与 原来 的 外 测度 
wu* 重合 时 ， 我 们 称 wu* 是 正则 的 。 定理 3 识 明 了 由 环 上 的 测度 引 
出 的 外 测度 总 基 正 则 的 。 反面 的 命题 也 成 立 ; 如 果 4* 是 正则 外 济 
度 , 卓 =p* 是 由 环 上 的 一 个 测度 引出 的 外 测度 ， 即 由 4*- 可 测 
集 类 上 的 测度 引出 的 外 测度 。 由 此 可 和 押 ， 引 出 的 外 测度 与 正 媚 
外 测度 这 两 个 概念 是 同等 宽广 的 。 

代 ) 定理 4 断言: 可 测 复 盖 者 存在 , 央 如 将 测度 为 霉 的 差 集 略 去 不 计 , 可 
测 复 羡 是 唯一 确定 的 定理 3 新 言 :具有 o 呈 有 限 外 测 庭 的 集 必 有 可 测 复 盖 。 
下 面 的 例子 襄 明 , 在 定理 8 中 , -有限 性 的 假发 条 件 是 不 可 少 的 . 

设 及 是 欧 氏 和 平 商 。Ro 是 由 一 切 这 样 的 集 瑟 粗 成 的 类 : 已 能 被 可 列 条 水 
焉 一 和 共 所 外 盖 , 而 在 每 一 条 水 平 直 米 L_ 上 , 或 者 是 可 列 的 ,或 者 上 一 玉 是 可 
列 的 。 设 R 是 由 Ro 产生 的 代数 (小 看 4 总， 和 如果 对 于 R 中 每 一 个 五 , 按照 
巨 为 可 列 或 不 可 列 , 定义 jCE)=0 或 0, 其 风 是 R 上 的 测度 .容易 验证 ,在 
这 个 场合 下 民 二 S(R), 并 且 5=H(CR) 是 下 的 一 切 子 集 所 成 的 类 . 如 果 巨 是 
少 山 并且 ECFeS(R), 基 存在 S(R) 中 的 集 G 使 得 GcF 一 EE 和 内 (G) 尖 0. 

(2) 设 互 是 实数 朝 辽 的 一 个 子 集 ,如 果 在 每 一 个 有 限 区 间 之 外 有 巨 的 
不 可 列 无 限 和 多 个 虚 ， 则 称 EE 具有 和 无 限 疾 聚 点 . 设 卫 是 实数 釉 , 已 是 天 的 子 
集 。 定 义 集 画 数 kr* 如 下 : 车 互 为 有 限 或 可 列 , 则 ju* (本 一 0; 车 五 为 不 可 
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列 但 竣 有 和 优 限 凝聚 点 , 则 1 (五 ) 一 1 若 具 有 无 限 凝 聚 点 ; 则 py*(E) 二 %， 
从 "是 一 个 全 ao 有 限 外 测 永 ; 但 因 只 有 可 列 集 及 其 余 集 是 内 可 测 集 ， 因 此 
引出 的 测度 凤 并 非 o- 有 限 的 。u* 是 否 正则 的 ? 如 果 对 于 具有 无 限 凝聚 点 
的 集 已, 定义 pj* (五 ) 一 17 我 们 可 以 得 到 怎样 的 结 给 ? 

(3) 设 % 是 一 个 固定 的 正 整数 ; N 0; Sb …: 呈 是 无 限 集 的 最 初 4 十 1 个 
势 , 按照 由 小 到 大 的 顺序 排列 . 姗 义 是 势 为 gm 之 集 ; 严 是 总 的 子 集 , 定义 
集 本 数 j.* 如 下 : 车 琅 为 有 限 集 , 则 py*(E)= 二 0; 若 巨 具有 势 Nh, 0 和 <k<<44， 
则 wn*(E) 二 k。p* 是 一 个 外 测 讼 。jp* 是 否 正则 的 ? 

(4) 设 jp* 是 可 和 传 o~ 环 H 上 的 正 划 外 测度 ,如 果 { 匹 中 是 再 中 之 集 的 
一 个 境 氢 列 井 且 limou En 二 E, 则 pp* (EE) 二 Hm jp* (Ew). (提示 : 落 
lims py* (En) 一 CO， 炎 论 显然 成 立 。 若 limy pp* (En) 《<00, 兮 下 2 为 了 us 的 
从 可 测 复 盖 ， 4 二 1,2,…， 于 是 {所 n} 是 一 个 增 叙 列 , 设 imn 了 js 二 玉 。 因 为 
WP) 一 pr (Ew) 和 pr*(B), 我 们 有 Lim pCFn) 二 pw*(F)<<p*(E); 男 一 
方面 , 由 于 ECE, 所 以 有 py*(E) 三 wu*(F). 因此 FF 是 玉 的 可 测 复 盖 .) 上 
壕 精 脸 对 于 非 正 妈 外 测 庭 不成立 ; 可 以 根据 (2) 建 立 一 个 反例 . 

(5) 设 了 是 任 党 集 ,是 羡 的 子 集 . 按照 瓦 为 空 集 或 非 空 集 定义 凡 ( 古 ) 
二 0 或 1 则 集 画 数 p* 是 下 的 一 切 子 集 所 成 的 类 上 的 正则 外 测度 ， 如果 
{ 五 中 是 各 项 为 非 尝 集 的 减 叙 列 , 但 其 交集 为 宗 集 (当天 为 无 限 集 时 这 样 的 叙 
列 是 存在 的 ), 则 

lim,» Lm* (En)=1, 凤 * (lim» 五 四 二 0; 

换 一 句 话说 , 与 ( 包 类 似 的 关于 减 氢 列 的 命题 , 即使 对 于 全 有 限 正则 外 测度 也 
是 不 成 并 的， 、 . 

(6) 设 p? 入 是 了 的 一 切 子 集 所 成 的 类 上 的 两 个 有 限 分 测度 ; 井 设 


5 是 岂 - 可 测 集 的 全 体 所 成 的 类 ;z 一 1 2。 如 果 对 于 忆 的 一 切 子 集 E, 定义 
pCE)=pt(E) + (E), 
则 z*- 可 浏 集 的 全 体 所 成 的 类 有 是 豆 与 Ss 之 交 . (提示 :如 果 p*(4NE) 十 
nANED=p* CA), Opt CANE)Tu CANE) = (A) 7:12.)n 果 
人 和 /好 不 一 定 是 有 限 的 ,我们 可 以 得 到 怎样 的 结 渝 ? 
-《D 设 j 记 是 外 的 一 切 子 集 所 成 的 类 上 的 一 个 有 限 正 则 外 测 庭 , 并 按照 
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匹 为 空 集 或 非 空 集 ， 定 义 对 (BE 一 0 或 二 则 网 也 是 一 个 有 限 正则 外 测度 ; 


但 车 jt 取 两 个 以 上 的 不 同 值 时 , pi 十 成 不 是 正则 的 . 
(8) 误 X 是 一 个 度量 宏 央 , 轧 是 一 个 正 的 实数 ,EE 是 半 的 一 个 子 集 ， 划 
由 下 式 定义 的 数 乔 为 的 广 稚 评 司 道夫 (外 ) 测 座 : 


(FE)=sup int{ PCE)’ :EC UE, SED<e, i=1,9," 小 


i 二 1 


其 中 5(E) 表 示 巨 的 直径. 
(8a) 集 图 数 p3 是 一 个 度量 外 测度 ; 戎 看 11.8a. 


(8b) 外 测度 Ms 是 正则 的 ; 畜 实 上 ,对 于 蒜 的 每 一 个 子 集 忆 ， 存在 开 集 
的 减 叙 列 {U}, 使 得 
Ec U 21U,, Kp “(EE)= =pp( NN © Us). 


813， 测 度 的 扩张 和 增补 


环 上 的 测度 是 不 是 一 定 可 以 扩张 到 由 这 个 汪 和 的 中 

个 酋 是 实质 上 已 多 在 前 面 儿 节 里 有 了 解答 ; 现在 我 们 将 它 
地 出 下面 的 定 吾 加 以 

定理 1. 说 是 环 尺 上 的 o 有 限 测度 , 蓝 在 0- 环 SCR) 上 存 
在 唯一 的 一 个 测度 上 使 当 Ee R, 有 LCE) 二 LCE); 测度 二 是 o 有限 
的 。 

测度 上 称 为 上 的 扩张 。 以 后 在 不 致 引起 混淆 的 扬 合 下 ， 对 于 
SCR) 中 的 集 羽 我 们 也 将 以 4CE) 来 代 蔡 4(E)。 

证 明 。 的 存在 已 在 8LL 定理 3 和 和 $12 定理 1 中 庆 明 (即使 
没有 o- 有 限 性 的 限制 , F 也 是 存在 的 )。 为 了 宝 明 崔 一 性 , 假定 ui 
和 心 是 SCGR) 上 的 两 个 测度 使 当 Ee R, 有 tlE)=4wz(E). 识 MM 
是 SCR) 中 具有 性 质心 ( 瓦 ) 一 和 (已 ) 的 一 切 集 已 所 成 的 类 .。 如 果 两 
个 测度 中 有 一 个 是 有 限 的 ， 震 车 {E,) 是 M 中 之 集 的 一 个 单调 氢 
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列 , 则 天 


ulim, E;) =lim, HCE,), i 二 1,2， 

我 们 有 limwE。e M。，( 这 里 需要 用 到 下 让 条 件 ， 对 于 每 一 个 及 
pa (BE 和 t2(E,) 二 数 之 一 必须 是 有 限 的 ， 从 而 另 一 数 也 必须 是 有 
限 的 ; 参看 89 定理 4 和 5,) 这 就 是 如 ,MM 是 一 个 单调 类 。 由 于 MD 
R, 根据 86 定理 2, M 一 SCR) 。 

在 一 般 的 场合 下 , 就 是 当 LiL 和 x2 不 一 定 是 有 限时 ， 我 们 可 以 
放 明 如 下 。 诅 4 是 R 中 任意 一 个 固定 的 集 , p144) 和 ual4) 之 一 
是 有 限 的 。 因 为 RNA 是 一 个 环 ,而 SCR) 站 4 是 由 这 个 环 产生 的 
o- 环 (参看 85 定理 5), 将 上 眉 所 沪 的 精 论 应 用 到 RN A 和 S(R) 
N44 上 ,就 可 以 证 明 车 BeSCR) 站 4A, 则 (EB) 二 p2CE) .由 于 SCR) 
中 任 一 个 集 巨 能 被 RR 中 具有 有 限 测度 (对 往届 或 ro) 之 集 的 一 个 
不 相交 可 列 余 所 湾 盖 ,于 是 定 还 证 明 完 界 。 3 

在 人 2 定理 的 其 明 里 ,从 我 们 所 采用 的 使 测度 扩张 的 过 程 中 ， 
可 以 得 出 比 定理 1 所 述 稍 多 的 糙 论 ; 环 R 上 的 测度 /事实 上 可 以 
扩张 到 一 个 类 上 (由 一 切 x*- 可 测 集 组成 的 类 )， 这 个 类 一 般 襄 来 
要 比 由 R 产生 药 o- 环 为 大 。 下 面 的 定理 梧 明 , 为 了 获得 & 的 定义 
域 的 这 秘 微 小 的 扩大 , 我 们 井 不 必要 用 到 外 测度 的 理 险 。 

定理 2 说 由 是 o- 环 S 上 的 测度 ， 则 由 一 切 形 如 瓦 AN 之 集 
想 成 的 类 号 是 一 个 o- 环 , 其 中 BeS, 六 是 S 中 测度 为 零 之 集 的 子 
集 。 由 等 式 LCEAN) 二 LCE) 确 定 的 集 画 数 k 是 SS 上 的 一 个 完 双 
测度 。 

测度 上 称 为 上 的 增补 。 

证 明 。 若 eS, NCAeS, nCA) ==0, 草 等 式 
EUN=(E-+ A) ALAN (EUN)] 
和 
EAN=(E~A)ULAN(CEAN)] 

具 明 ,S 臣 可 以 描记 为 由 一 切 形 如 UN 之 集 粗 成 的 类 ,其 中 EeS， 
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N 是 S 中 测度 为 需 之 集 的 子 集 ， 由 此 可 具 , 角 然 类 S 对 于 对 称 差 
的 运算 显然 是 封 六 的, 对 于 可 列 供 的 运算 也 是 封 并 的 , 因此 5 是 一 
个 o- 环 .车 . 
EiANi= EA Ns, 
其 中 EeS, NN; 是 S 中 测度 为 零 之 集 的 子 集 ; 一 1 2 则 
FA EQ= NA Ns, 
因此 KCBi A 轧 ) = 一 0。 由 由 得 出 4 加 ) 一 4( 配 ), 可 入 等 式 
uC(EAN) =A(EUN) =n(E) 

急 恋 义 地 定 出 了 集 画 数 交 将 写 中 的 集 表 为 五 UN 的 形式 ， 不 难 
验证 4 是 一 个 测度 ; 又 因 S 包含 S 中 测度 为 零 之 集 的 一 切 子 集 , 所 
以 “是 一 个 完全 测度 。 〖 

下 面 的 定理 指出 了 测度 的 纵 补 和 利用 外 测度 而 得 出 的 完 公测 
度 两 老 间 的 联系 . 

定理 3. 座 上 是 环 R 上 的 0 有 限 测 度 ,L* 是 由 以 引出 的 外 测 
度 , 则 上 在 SCR) 上 的 扩张 测度 的 增补 与 4*- 可 测 集 类 上 的 4* 恒 
等 。 

证 明 。 我 们 以 S* 表示 1*- 可 测 集 的 双 体 所 成 的 类 ,以 S 表 示 
4 的 增补 & 的 定义 域 ， 因 为 1k* 是 S* 上 的 完 公 测度， 所 以 SCS*， 
并 和 且 在 S_ 上 4 与 1* 重合 。 剩 下 需要 证 明 的 只 是 S*C S 由 于 必 
在 S* 上 是 -有限 的 (参看 813 定理 四 ,因此 只 需 证 明 当 EeS* 并 
且 px (B)<00 时 必 有 EeS. 

根据 $12 定理 3, 五 有 一 个 可 测 复 疣 下 .因为 Lu*(F)==4(F) = 
p(BE) ,0* CE)<co, 提 且 p* 是 S* 上 的 测度 ,所 以 1* (FEE)=0. 
一 玉 也 有 一 个 可 测 复 著 G, 并 且 

LG) =u*(F—E)=0, 
因此 等 式 
E=(F— GU (ENG) 

将 五 表 为 两 个 集 的 供 集 ; 一 个 是 SCR) 中 的 集 , 一 个 是 SCR) 中 测 
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度 为 零 之 集 的 子 集 。 这 就 诅 明 了 EcS.。 

不 严格 地 发 , 定理 3 襄 明 在 0 有 限 的 场合 下 , 由 至 体 4*- 可 测 
集 姐 成 的 0- 环 与 由 R 产生 的 0- 环 SCR) 相差 不 很 大 ; 每 一 个 ps- ， 
可 测 集 适当 地 以 一 个 测度 为 老 的 集 加 以 修改 , 就 成 为 SCR) 中 的 集 
了 。 

在 本 节 之 末 , 我 们 引出 一 条 极为 有 用 的 定理 , 这 条 定理 是 惟 明 
环 上 的 测度 和 它 在 由 环 产生 的 o- 环 上 的 扩张 两 者 关 的 关系 的 。 

定理 4. 说 4 是 环 R 上 的 0 有 限 测 度 ; 则 对 于 SCR) 中 具有 
有 限 测 度 的 任意 集 已 并 对 于 任意 正 数 E， 存 在 RR 中 的 一 个 集 如 
使 得 LCEA Eo) 委 e。 

证 明 。 利 用 510 一 12 的 精 葵 和 本 节 定 理工 可 知 ， 


HE) =inf| DE):ECUTE, EcR, i=L,%|. 
i=} - 
因此 ,存在 R 中 之 集 的 一 个 氢 列 (已 } 使 


EcCU?,E,, uC E)<uE) + 十 可。 


因为 
lim, nC ED) =uC U7, E), 
存在 正 整 数 使 
E=UEE, kU ESB)+S. 
显然 , Foe R， 我 们 有 
nE— EB) SHU BF) = KU EB) -4(Eo) < 


和 
“(Bo EYSHUF EE-u( Ui ED -rE) SET, 


定理 于 基 让 洒 ，〖 
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(1) 设 j 是 定义 在 环 R 上 的 非 负 有 限 实 值 集 酷 数 ,并 具有 有 限 可 加 性 . 
则 按照 $10 确定 的 pu* 仍 是 一 个 外 测 庭 , 因而 $11 定理 3 中 的 凤 仍旧 可 以 形 
成 ,但 所 不 一 定 是 4 的 扩张 ( 涛 看 10.2, 10.48 和 11.4). 

(2) 识 RR 是 $8 中 所 述 的 环 , 凡 是 RR 上 的 测度 凡 和 的 扩张 , 则 对 于 任何 可 
列 集 EE, 有 EeS(R) 和 (CE) 二 0. 

(3) 若 类 R 不 是 一 个 环 , 则 定理 1 中 关于 唯一 性 的 精 葵 不 成 立 。 (提示 : 
合 关 二 {4a,5;,c;4) 为 由 四 个 点 构成 的 空间 ， 在 由 苦 的 一 切 子 集 粗 成 的 类 上 定 
文 测 府 AI 和 jp 如 下 : 

mapD=p(a))=p (06)=p({c))=1, 
M6D=p1 {ceDPD=p, {0 =p({d) =2.) 

(4) 在 定理 1 中, 如 将 环 改 成 个 环 ,定理 是 否 成 立 ? 

(5) 设 下 是 一 个 可 列 集 , R 是 由 及 的 子 集 粗 成 的 环 , 具有 下 述 性 贤 ; R 
中 次 每 一 个 非 空 集 是 无 限 集 ,并 且 S (R) 是 由 义 的 一 切 子 集 组 成 的 类 ( 瑚 看 
9.77。 对 于 天 的 每 一 个 子 集 妞 , 定义 jw(E) 为 玉 中 之 点 的 个 数 , jlE) 一 
2 五 为 则 同和 1 在 R 上 重合 , 但 在 SCR) 上 出 不 相等 。 因 此 , 在 定理 1 
中 ,如果 测 庆 在 R 上 不 是 or 有 限 的 , 则 即使 对 于 S(R) 上 全 or- 有限 的 测 庆 而 
哥 , 唯一 性 的 精 葵 也 是 不 成 立 的 ， 

(6) 设 1 是 o 环 S 上 的 测度 , 凡 是 它 在 S 上 的 夫 补 . 如 果 4eS BeS, 
ACEcB, 提 有 p(B-A)=0, 旭 EeS. 

(7) 谱 革 是 一 个 不 可 列 集 ,S 是 由 一 切 可 询 集 及 其 余 集 粗 成 的 类 . 对 于 
5 中 每 一 个 集 五 ; 定义 彤 ( 百 ) 为 吾 中 之 虑 的 个 数 ， 则 凡是 S 上 的 一 个 完全 测 
度 , 但 瑟 的 每 一 个 子 集 荐 pu*- 可 测 集 。 因 此 ,如 果 没 有 o~ 有 限 性 的 假 裕 ， 定 
理 3 不成立， 

《8) 设 j 和 vv 是 环 R .上 的 o~~ 有 限 测 庭 , 旭 对 于 SC(R) 中 满足 关 采 CE) 
< 和 v《 世 ) <00 的 每 一 个 集 EB 并 对 于 任意 正 数 c， 存在 R 中 的 集 Eo 使 
得 

HLCEAEoD<e 和 pp(EAEoOD<e。 


54 内 测度 
我 们 现在 加 到 关于 测度 、 外 测度 及 其 关系 的 一 般 的 时 花 ， 上 月 
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的 在 于 天 明 测度 栓 中 十 分 有 趣 井 且 具 有 历史 性 重要 意义 的 一 部 分 
理论 . 

我 们 已 婚 证 明 , 如 果 4 是 0- 环 S 上 的 测度 , 盎 集 画 数 u* (对 于 
可 传 o- 环 H(S) 中 每 一 个 集 已 

EP)=inf{u(F) :ECFeS)) 
是 一 个 外 测度 ;井上 且 如 果 S 是 由 至 体 4*- 可 测 集 组 成 的 o- 环 , 则 在 
o 呈 有 限 的 场合 下 ,S 上 由 p* 引出 的 测度 4 就 是 4 的 增补 。 现 在 我 
们 定义 由 4 引出 的 内 测度 ws 如 下 ;对 于 HCS) 中 每 一 个 集 已 合 
Wx(E)—=sup{u (FI): EOFES}, 

在 本 节 中 ,我 们 将 研 完 4 以 及 它 和 n* 的 关系 ; 我 们 将 要 甬 明 , 4。 
的 性 质 在 某 种 意义 下 都 是 u* 的 性 质 的 对 偶 , 容易 看 出 , 集 画 数 心 
是 非 负 的 , 单 庙 的 , 并且 4 (0) =0; 在 下 文中 我 们 就 要 应 用 这 些 基 
本 的 性 质 , 而 不 再 加 以 任何 解释 。 在 本 地 中 , 我 们 假定 ， 

4 是 中 环 S 上 的 呈 有 限 测度 ，w* 和 分别 是 由 引出 的 外 
测度 和 内 测度 , 5 上 的 测度 4 是 "的 增补 。 

并 且 我 们 记得 ,5 上 的 与 u*- 可 测 集 类 上 的 1* 恒 等 (818 定 
理 允 。 

定理 1. 褒 EcH(CS), 则 

Ln CE) =sup(H(F) :EOFe SS}. 
证 明 。 因 为 SCS, 由 ;的 定义 显然 有 
La (BE)<sup{L (FI:E OFeS)}. 

另 一 方面 ,$813 定理 2 网 明 , 对 于 S 中 每 一 个 已 存在 S 中 之 集 G 
使 得 GCF 并 且 B(CF) 二 Kk(G)。 这 就 是 识 , KL 在 S 上 可 以 取得 FE 在 
S 上 的 每 一 个 值 ,于 是 定理 厌 明 完 量 ， 上 1 

设 Ee H(S), Fe S,FCE, 如果 对 于 S 中 满足 关系 式 GCE 一 
下 的 每 一 个 集 G, 有 uCG) 二 0, 旧称 下 是 巨 的 一 个 可 测 核 心 . 不 严 
格 地 发 ,H(S) 中 之 集 已 的 可 测 核心 是 S 中 被 互 所 包 的 最 大 集 。 

定理 2，、H(S) 中 每 一 个 集 吾 有 一 个 可 调 核 心 。 
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. 证 明 。 设 五 是 已 的 可 测 复 闭 , Y 是 瑟瑟 的 可 测 复 落 ， 合 下 一 
EE 一 和 NN。 于 是 
F=E—-NCE- (EE)=E; 
又 车 GCE 一 下, 则 有 
GCE— (EN)=ENNCN~ (EE). 

由 此 可 齿 ( 因 入 是 一 巨 的 可 测 复 盖 ) 玉 是 五 的 一 个 可 测 核 心 。 8 

定理 3.。 褒 eH(CS), 了 是 慷 的 可 测 核 心 ) 期 ACE 二 4x(E); 
如 果 及 和 都 是 五 的 可 测 核 心 , 旧 4CRLAF2)==0， 

永明 。 因 为 FCE， 显 然 有 4 CP)Sur(E)， 假 定 4 C7) 过 
KakE), 央 LCF) 汶 有 限 , 根 4s《E) 的 定义 , 存在 S 中 的 集 丽 使 
得 Fo C 已 2CFo) uCF)。 于 是 

Fo—FCE-E, 
寺 且 
uFo—F)=4u(F0) 一 4CP) >0, 

这 与 集 下 的 性 质 矛 盾 。 因 此 HGCF) 一 ps (BE). 

由 关系 式 及 CC 所 UU 遍 CE 可 以 推出 (RU 一 CE 
由 于 及 是 五 的 可 测 楼 心 , 因此 有 

HOPIYU Fa) — Fi) =0, 
类 伏地 ,有 
uFIU Fy) 一 Fo 一 0。 
因此 
uFIAFY) =—0. 
定理 4. 设 {,} 是 HCS) 中 之 集 的 不 相交 叙 列 ,只 


uC UY E> DE,). 


证 明 。 设 Ex 是 五 ,的 可 测 核心 ,一 1 2 …， 则 由 4 的 可 列 可 
加 性 得 到 


C4 测 度 | §14 
DuaE)= ur) = UF) SA UE),. I 


定理 5， 衣 4eH(S)，{ 忆 ,} 是 S 中 之 集 的 不 相交 拔 列 . 
UU aE, =E, 此 
LANE)= Du (ANE,). 


证 明 。 说 厂 是 A4NE 的 可 测 械 心 则 
uCANE)= n= DEPNEYS Pu ANE); 


反 注 向 的 不 等 式 可 以 利用 定理 4 得 出 。 上 

定理 6 车 五 ecS, 划 

HE)=u(E)=HL(E); 
反之 ， 如 果 匡 EH(CS)， 卉 且 
u(E)=k(E)<o0, 

则 EeS, 

证 六 。 车 EeS,， 由 集 醒 数 上 在 互 上 取得 定理 1 中 的 上 人 确 界 和 
812 定理 2 中 的 下 价 界 值 。 为 了 证 明 通 命题 ， 设 4 是 包 的 可 测 核 
心 ,B 是 玉 的 可 测 复 益 。 因 为 KC(4) = 二 ua(E)<<00, 所 以 

LEB 一 和) 一 KGCB) 一 KGC4) = (EE)—L(E)=0, 

又 因 严 是 S 上 的 完 公 测度 ,由 此 即 得 定理 的 精 葵 (参看 811 定理 
3 和 13.6)。 曙 

定理 7. 说 鳌 和 下 是 开 (S) 中 的 予 相 交集 ， 则 

La CEUF)SEu EE) HAF) EL EUF)., 

证 明 。 倒 和 4 为 下 的 可 测 复 盖 , B 为 EUF 的 可 测 核 心 。 由 于 
B 一 ACE, 因 此 

Pr (EUF)=u(B) <u(B— A) CA us Ch) 十 pr CE) 。 
更 在, 例 4 为 巨 的 可 测 核 心 ,B 为 EUF 的 可 测 复 盖 , 由 于 B 一 4 
汪 F, 因 此 
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uCEUF)=u(B)=u(A) Fu(B— A CE) TA F). 1 
定理 8 部 已 eS, 则 对 于 买 的 每 一 个 子 集 4, 有 
ualANED+u ANE)=u(E). 
慧明。 对 于 4fn 瑟 和 4n 玖 应 用 定理 7 我 们 得 到 
La (本 JU 站 已) 十 Pd NE) Eu (E). 

但 Ee S, 因此, 根据 定理 6, KCE) 一 pu*(E) 一 2CF)。 此 

本 节 所 得 到 的 精 果 为 我 们 指出 了 测度 扩张 定理 的 另 一 种 接近 
方式 一 一 一 种 我 们 时 常 采 用 的 接近 方式 .。 设 4 是 环 民 .上 的 0 有 
限 测 度 , kt 是 HCR) 上 由 4 引出 的 外 测度 , 姑 对 于 R 中 具有 有 限 
测 论 的 任何 集 ,大 对 于 HCR) 中 的 任何 集 4, 我们 有 
(a) uaCANE)=u(E)— uu (A E). 
如 果 我 们 能 够 证 明 下 列 命 是 “车 请 和 下 是 R 中 具有 有 限 测 度 的 
两 个 集合 得 A 人 NE=ANnF, 则 (ED) 一 uCA'NE)=uF)—u (A’ 
站 天” 我 们 就 可 以 用 等 式 (a) 作为 内 测度 的 定义 ; 关 且 可 以 证 明 ， 
HR)? 中 具有 有 限 外 测度 的 集 五 是 一 个 u*- 可 测 集 ,其 必要 和 充分 
条 件 汶 ; ulE) = 二 u*(E)。 读 老 可 以 利用 我 们 在 本 章 中 建立 测度 扩 
张 定理 所 用 的 一 些 方 法 ,将 上 述 接近 过 程 的 类 节 补 出 . 

(1) 在 12.4 中 ,如 果 将 内 * 换 为 K。， 命题 是 否 成 立 ? 

(2) 如 果 对 于 内 测度 加 以 适当 的 有 限 性 的 补充 条 件 ， 则 与 12.4 对 偶 的 
命题 成 立 ; 但 12.4 中 原来 的 命题 对 于 内 测 刻 不 成 立 ( 淆 看 12.5) 

(3) 设 忆 是 5 中 具有 有 限 测 度 的 一 个 集 , Fc 二 E, 并 有 LACE) 二 Jy*(F) 十 
*(E 一 PF), 则 玉 eS。 换 一 旬 话 襄 , 万 的 pj*~ 可 测 性 可 以 用 5 中 一 个 国定 的 
集 E( 包 含 玉 ) 测 出 ,而 不 必 有 条 用 H(S) 中 一 切 可 能 的 集 4, (提示 ; 利用 定理 8.) 

(4) 类 似 于 11.6 的 命题 对 于 内 测 广 是 否 成 立 ? 

(5) 设 EeH(S), 是 忆 的 可 测 复 盖 , 则 对 于 每 一 个 je*-- 可 测 集 M, 有 
CF NMD=pw*(CENM). (提示 ; 对 世 =FNM 和 A=E' 应 用 定理 中 . 反 
之 ;任何 集 下 如 果 具 有 这 个 性 质 , 井 且 巨 = 已 eSs, 则 瓦 是 已 的 可 测 复 盖 . 类 
似 地 , 玉 是 巨 的 可 测 极 心 ,其 必要 和 充分 条 件 是 :二 Fe S, 并 且 对 于 S 中 每 
一 个 集 M, 有 EC(FNM)=n,.C(ENM). 
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$15。 勒 具 格 测度 


本 节 的 目的 是 要 将 一 般 的 测度 扩张 定理 应 用 到 88 中 所 计 葵 
的 测度 上 , 从 而 导出 一 些 狂 典 性 的 业 论 , 着 介 弗 一 些 与 之 有 关 的 水 
医 。 在 本 节 内 , 我 们 假定 ， 

天 是 实数 轴 , P 是 由 一 切 形 如 [a, 可 的 有 界 全 并 区 网 租 成 
的 类 , S 是 由 P 产生 前 0- 环 , & 是 定义 在 P 上 的 集 酚 数 ， 由 钴 式 
& [ea 肪 ) 二 省 一 4 确定. 

0- 环 S 中 的 集 称 为 直 糙 上 的 波 雷 耳 集 : 根据 88 定理 5 和 818 
定理 可 说 4 对 于 一 切 波 雷 耳 集 都 有 定义 .: 设 定义 在 S 上 的 区 是 
S 上 & 的 增补 , 则 $ 中 的 集 称 为 直线 上 的 勒 只 格 可 测 集 ; 测度 己 称 
为 勒 具 格 测度 ，(S 上 的 不 完 至 测度 4 通常 也 称 为 惑 具 格 测度 。) 

因为 整个 数 直线 和 是 P 中 可 列 乱 限 多 个 集 的 借 集 , 可 昂 
XeS, 因此 0- 环 S 和 5 都 是 呈 代 数 。 由 于 4(X)=00, 因此 4 在 
S 上 不 是 有 限 的 ,但 因 4 在 P 上 是 有 限 的 , 所 以 4 在 S 上 以 及 FE 在 
S 上 都 是 至 o- 有限 的 。4 和 互 的 其 他 性 质 将 在 以 下 一 些 定理 中 列 
举 出 来。 

定理 1. 每 一 个 可 列 集 是 波 喜 耳 集 , 其 测度 为 零 。 

证 明 。 对 于 任意 的 4, 一 co<a< ceo, 我 们 有 


{a}={z:x=a}= Ne:esr<atil, 
因此 

pC{a)) =limat( [a at)) =lim, =0, 
由 此 可 上 见 ， 人 每 一 个 单 点 集 是 测度 为 圭 的 波 雷 耳 集 。 但 因 波 雷 耳 集 
的 全 体形 成 一 个 0- 环 ， 关 和 且 4 具有 可 列 可 加 性 ， 由 此 即 得 定理 的 


竺 论 。， 
定理 2。 设 U 是 由 一 切 开 集 租 成 的 类 , 期 波 需 耳 集 类 S 与 由 
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U 产生 的 0- 环 重合 ， 

盐 明 。 因 为 对 于 每 一 个 实数 a, 集 {4} 是 一 个 波 雷 耳 全 ,由 关 
柔 式 Ca,5) ==[a,2) 一 {9} 可 知 , 每 一 个 有 界 开 区 阅 是 波 雷 耳 集 。 又 
因数 直线 上 的 每 一 个 开 集 可 以 表 为 有 界 开 区 闻 的 可 列 休 ， 因 此 
SU, 从 而 有 SSCU)。 另 一 方面 ,对 于 每 一 个 实数 a, 我们 有 


(= 门 3- (ce 一 二 e+ 过)， 


因此 {eje SCU)。 由 关系 式 [4, 四 ,二 《4,5)U{2) 可 知 PCSCU), 从 
而 有 


S=SC(P)CS(U). | 
定理 3.。 褒 口 是 由 一 切 开 集 租 成 的 类 , 史 对 于 及 的 任意 子 集 
,有 
HE)=inf{u(U): ECUeU)}. 
证 明 。 由 于 ww*(E)==inf {LC 下) :ECAeS), 着 有 旦 UCS, 我 们 
有 
ur(E)<intf{u UECUeU}. 
另 一 方面 ,根据 4* 的 定义 ,对 于 任意 正 数 5, 存在 P 中 之 集 的 氢 列 
{Lan, 6w) } 使 


oo 


EC ULeopo)， > (bs —An) Eu (BE) 十 豆 。 


及 一 ! 


由 此 有 


EC Uz/(e, Fr 5 )= Ue U 


DD (2 一 ao) 十 豆 <wr() 十 8。 


由 于 ?是 任意 的 ,于 是 得 到 定理 的 结 葵 .| 
定理 4， 说 工 是 整个 数 直 疙 在 其 自身 上 的 一 一 变换 , 由 等 式 
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T(z)=cz+B 确 定 ， 其 中 和 B 是 实数 ， 并且 0 关 0。 和 如 果 对 于 及 
的 任意 子 集 已 令 T(E) 站 一 切 形 和 如 T(x) 之 点 的 集 , 其 中 万 
序 T(E) {fazx+B:zxe EE}, 则 有 

T(ED=IeN(E) 和 ka(T(E))=|elu,(E). 
集 T(E) 是 波 雪 耳 集 或 勒 中 格 可 调集 , 当 而 且 只 当 巨 分 别 是 波 雪 
耳 集 或 勤 具 格 可 测 集 时 。 

慧明 。 只 须 在 wa>>0 的 场合 下 证 明定 理 ， 因 若 c<<0, 则 变换 了 
是 由 两 个 变换 TL 和 TT 合成 的 ，T(z)= TI(Ta(z))， 其 中 T(z) 
二 |c|z+B, Tz (z) 一 一 +x。 我 们 留 粉 读者 验 趟 下 述 事 实 : 变换 7T 
将 波 雷 耳 集 和 勤 只 格 可 测 集 分 别 变 为 波 雷 耳 集 和 勤 员 格 可 测 集 ， 
状 旦 每 一 个 集 的 内 测度 和 外 测度 都 保持 不 变 。 

更 在 我 们 假定 c >0， 荐 玲 T(S) 是 由 一 切 形 如 T(E) 之 集 姓 
成 的 类 , 其 中 Ee S。 容易 看 出 , TCS) 是 一 个 o- 环 ;我们 现在 证 明 
T(S)=S, 裔 EA=[a,2b)e P, 仿 

» -8 k P， 


F= Be 


则 已 =(F)eT(CS)， 因 此 SCTCS)、 届 了 -是正 的 滥 变 换 ， 
T(z) = 二 # ,对 于 了-! 施 行 同伴 的 推理 , 我 们 有 SCT-!(S)， 
再 对 这 个 关系 式 的 两 端 施行 变换 T, 我 们 得 到 T(S)CS。 因 此 
T(S) =S。 
车 对 于 每 一 个 波 雷 耳 集 轧 售 

ulE)=u( TCE)), ta(E)=ax(E), 
则 各 和 ws 都 是 S 上 的 测度 。 如 果 E=[a,)eP, 上 则 有 T(E) = 
[oazB,ap +B), 持 且 

ME)=u T(E)) = (0 +48) — (ca+8) = 
~—a(0—a)=ou(E) =u(E). 

因此 ， 根 据 88 定理 5 各 §18 定 至 1， 对 于 S 中 的 等 一 个 集 已 有 
4 (T(E))=0 4(E). 
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将 以 上 两 段 中 导出 的 灶 论 运用 在 逆 变 换 了 上, 我 们 得 到 
TE =int{u( FY): T(EYCREeS}= 
=inf{fou( T-FO) ECT-(F) eS}= 
~=ain{f(4(G):ECGeS}=— 
=au*(E), 
在 这 些 等 式 中 ,将 inf 都 换 为 sup, 4* 都 换 为 sy 人 都 换 为 二 , 就 有 
HaC TE)) =a un EB), 
其 中 是 任意 的 集 . 
如 果 瑟 是 一 个 勒 贞 格 可 调集 ,4 是 任意 的 集 , 则 
CANTOE) Fu CANCTOE)) DN = 
—W TTT NED) FA CTOTT A NEN))= 
=oLe TA NE FT NE)]= 
=au"(T™(A)) = (A), 
因此 T(E) 是 勒 具 格 可 调集 。 将 此 精 葵 运用 在 ZT"' 上 , 就 完成 了 
定 召 的 征明 。 上 
(1) 设 C 是 由 一 切 阿 集 组 成 的 类 , 则 波 雷 耳 集 类 S 与 由 C 7 生 的 < o~ 环 
合 ,并 且 对 于 义 的 任意 子 集 EE 有 
Ls(E)=sup{p(C): ESCeC). 
(2) 对 于 每 一 个 勒 具 格 可 测 集 玉 , 存 在 两 个 波 雷 耳 集 扩 和 上 B 使 得 
AcEcB, p(B-A)=0, 
其 中 人 4 是 一 个 万 集 , 召 是 一 个 Gs 和 集 . 
(3) 有 界 第 必 具 有 有 限 外 测度 逆 命 题 是 否 成 立 ? 
(4) 设 是 单位 闭 区 天 所 中 全 体 有 理 数 的 集 ， 枚 兴 如 下 : M={x1, 
…}, 对 于 任意 的 6 之 0, 合 (6) 为 中 心 站 is 长 度 为 玄 - 57 的 开 区 有 间 ,# 一 1， 
.天 全 


FUR®, 二 站 2 IF 二)， 


其 下列 命题 成 立 。 
(4a) 存在 c 之 0 兰 在 在 芒 中 的 一 点 + 使 得 x e'F(e)， 
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(4b) 刁 (e) 是 开 集 , 划 且 CRCe))< < 

(4c) 七 一 Fe) 是 无 处 稠 窖 集 . 

(49) 所 一 尼 是 属于 第 一 种 范畴 的 集 . 由 此 可 见 , 由 于 所 是 一 个 洛 备 麻 
量 符 关 , 所 以 严 是 不 可 列 集 (从 而 有 FF 关 M ). 

(4e) 五 的 测度 为 圭 ， 

因为 F 一 MM, 命 题 (4e) 对 于 可 列 集 MM (有 如 任何 可 列 集 ) 的 测度 为 等 这 
一 事实 答 出 了 一 个 新 的 证 明 . 更 有 趣 的 是 , 测 府 为 零 的 不 可 列 集 是 存在 的 ; 
贿 看 (5). 

(5) 骨头 是 单位 孙 区 出 ， 将 芋 中 的 每 一 个 数 展 为 乱 限 三 进位 小 数 ， 
即 


oo 
x 一 了 名 an=0,1,9, 7 一 1)2; 


井中 C 是 由 一 切 这 伴 的 数 4 组 成 的 集 ， 在 yx 的 展开 式 中 ， 可 以 不 必用 到 数 
字 工 《如 果 我 们 沿用 十 进位 小 数 的 记号 , 以 0.alaa… 来 表示 


om 
> - 呆 -， 
n=1 


园 如 可 一 01000… 一 0.0222…, 则 有 于 Ci 但 去 一 0.111… 是 二 的 只 一 的 三 进 
位 小 数 展开 式 ， MaeC .) 将 下 等 分 为 三 受 , 识 XZ! 是 中 关 一 段 所 成 的 开 


区 关 , 即 XZ! 二 (各 对); 镜 下 的 两 个 阴 区 并, 其 借 集 为 X 一 Xi 将 这 两 个 于 区 癌 
各 等 分 为 三 侦 ， 股 加 和 分 别 是 它们 中 并 一 段 所 记 的 开 区 关 ， 即 及 一 
( 汪 ， 避 ); 癌 一 (于 ,名 )， 镜 下 的 四 个 阴 区 虹 ， 其 借 集 为 一 CX1U 和 EU Ns)， 
将 这 四 个 随 区 有 又 名 等 分 为 三 各 ,下 中 关 的 四 个 开 区 肝 为 Xs Xs 入 和 
依 此 关 推 ,以 至 无 和 劣 ， 则 下 列 命 是 成立 . 

Gia)C 一 和 -局 2 Xr。 (提示 : 将 中 每 一 个 x 玫 为 一 0auao…， 
aa 一 0),1;2) 1 二 1,2,…) 使 当 x eC, 必 有 有 an 二 0 或 20 一 1 2 …。Y 的 这 样 
的 表示 方式 是 哗 一 的 ， 并 有 (i)x eZ 当 而 且 只 当 i=1; (iD 著 a#1， 则 
XE XzU Ns 当 而 日 只 当 02 二 33 Ci) 车 1 尖 1, aol， x eXUy XsU KeU 
和 当 而 且 只 当 sel; ….) 

(5b) pCC)=0, 
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(5c) C 是 无 处 稠 窗 集 . 《提示 : 可 假设 碟 包 含 一 个 开 区 闻 , 井 且 这 个 开 
区 关 与 号: Xn 的 交集 是 符 集 .) 

(59) C 是 完备 集 . (提示: 区间 Xi, Xo,*… 中 的 任何 两 个 没有 公共 点 .) 

(5e) C 具有 回炉 统 的 势 .( 提 示 : 考虑 下 列 对 应 关系 : 对 于 C 中 每 一 个 
zx 一 Galoao…， am 一 0 或 2，# 二 1,2，… 以 数 ?与 之 对 应 ,? 的 无 限 二 进位 
小 数 展开 式 是 ?一 0.Plpa…y po 一 -全 ,2 一 1 2…* 即 


n=1 

在 C 和 六 之 间 , 这 个 对 应 并 非 一 对 一 的 , 但 在 C 中 的 无 理 数 与 入 中 的 无 理 
数 之 关 , 它 是 一 个 一 一 对 应 .命题 也 可 以 借助 于 (5q) 获 得 永明 .) 

C 称 为 康 脱 集 . 

(6〉 由 于波 雷 耳 集 类 具有 连 绍 米 的 劳 ( 戎 看 5.9c), 并 和 且 康 脸 集 的 每 一 个 
子 集 是 勒 具 格 可 测 集 (参看 (5b)), 因 此 存在 非 波 雷 耳 集 的 勒 具 格 可 济 集 . 

(7) 单位 于 区 关中 一 切 这 样 的 点 组 成 一 个 集 : 在 每 一 点 的 无 限 二 进位 小 
数 展开 式 中 ， 一 切 偶数 位 的 数字 都 是 0。 则 这 个 集 是 动员 格 可 测 集 , 其 测 府 
为 替 . 

(8) 设 了 是 欧 几 里 得 平面 上 一 个 图 的 周 界 在 义 中 的 波 雷 耳 集 类 上 ， 
在 在 唯一 的 一 个 测度 凡 使 得 w(K) 一 1 并 使 得 凡 对 于 总 的 一 切 旋转 是 不 变 
的 (圆周 上 的 子 集 若 属于 由 圆 上 全 体 开 纸 组 成 的 类 所 产生 的 o 环 , 则 称 为 
波 雷 耳 集 .) 

(9) 设 g 是 单 实 变数 的 连续 有 限 堆 丽 数 ，Ss 是 包含 全 体 波 雷 了 告 集 的 基 
个 o 环 , 则 在 Sr 上 存在 唯一 的 一 个 洛 全 测度 wz 使 得 je ([4,5)) 一 2 (8) 一 
8(a), 并 使 得 对 于 Sg 中 每 一 个 区 , 存在 一 个 波 雷 耳 集 已 满足 Ke (EAF)=0 
(其 看 8.3) .Ke 称 为 由 8 引出 的 惑 具 格 - 史 蒂 尔 杰 测 度 . 


$16. 不 可 测 集 
为 了 显示 站 线 上 惑 具 格 可 测 集 的 至 部 兰 构 ， 上 节 的 计 论 还 不 
够 秆 致 。 特 别 是 , 俏 定 是 否 有 不 可 测 集 存在 , 就 色 不 是 一 个 不 重要 
的 问题 。 本 节 的 目的 就 在 回答 这 一 个 问题 ， 以 及 与 之 有 关 的 一 些 
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问题 。 我 们 即将 看 到 , 借以 获得 车 蓝 所 用 的 方法 , 其 中 有 一 些 与 我 
们 过 去 用 过 的 方法 完全 不 同 。 但 因 在 测度 蓓 由， 我们 常常 要 用 到 
这 些 方 法 , 特别 是 在 建立 富有 羡 改 性 的 例子 时 ;因此 我 们 将 群 粗 地 
加 以 解释 。 在 本 地 中 , 我 们 采用 与 815 中 租 同 的 记号 。 

设 互 是 数 直 线 丈 的 任意 子 集 ,& 是 任意 实数 ， 我 们 以 五 +& 表 
示 一 切 形 如 工 二 a 之 数 的 集 ,其 中 zB; 一般 地 , 车 请 和 下 都 是 了 
的 和 子 集 , 我 们 以 十 表示 一 切 形 如 区 十 y 之 数 的 集 , 其 中 工 E 已 
y€E，。 以 DLE) 表 示 一 切 形 如 xX 一 y 之 数 的 集 , 其 中 人 cE, yt 五; 
刀 ( 刁 ) 称 为 刁 的 差 集 。 

定理 1. 褒 态 是 一 个 惑 具 格 可 测 集 ,具有 正 的 有 限 测 度 , 如 票 
0<e<1, 则 存在 开 区 关口 使 得 CEN UU) 之 a 4(U)。. 

证 明 。 设 U 是 由 一 切 开 集 租 成 的 类 。 根 据 815 定 旬 3, Z(E) 
一 inf {4 (UVU): ECUe U)}， 因 此 我 们 可 以 选取 一 个 开 集 Uo, 使 得 
ECUo 提 且 cu(U0o) 志 EC(E)。 如 果 {U0U,}) 有 是 各 项 沪 开 区 闻 的 不 相 
交 银 列 , 它 的 儒 集 是 Ce, 则 有 


euU,) SE AENU,). 

由 此 可 见 , 至 少 有 太 的 一 个 值 能 使 cxCU,) FCEN UU,)3 我 们 就 取 
这 个 Us 作为 U， 

定理 2。 识 忆 是 一 个 勒 具 格 可 测 集 ,具有 正 的 有 限 测度 , 则 存 
在 包含 原点 的 一 个 开 区 闻 , 这 个 开 区 间 被 DCE) 所 包 . 

证 明 。 如 果 忆 本 身 就 是 一 个 开 区 间 , 或 者 巨 包含 一 个 开 区 间 ， 
则 烙 沦 显然 成 立 ， 对 于 一 般 的 场合 , 我 们 应 用 定理 1, 选取 一 个 有 
界 开 区 阅 UU, 使 得 


ECENU)>FuU). 


如 果 一 喜 &(LD<z< 二 KU)， 则 集 
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(CENT) U CENU) +z) 
被 一 个 长 度 小 于 字 LCU) 的 区 并 ( 即 UUCU+z)) 所 包 . 假定 EN 
U 和 (CENU) +z 不 相交 , 则 因 它 们 具有 相等 的 测度 ,我们 将 有 


ECCENTI ULEN TU) +2D) =2(ENU)S> FU), 


由 此 得 出 矛盾 。 因 此 ,ENU 中 至 少 有 一 个 点 属于 (EN U) +z, 这 
就 证明 了 ze DCE)。 换 一 句 散 鹏 ,区 疗 (一 二 4(U), 吉 LCU) ) 漠 
足 定理 中 所 述 的 条 件 。 上 

定理 3， 设 5 是 一 个 无 理 数 ,n 和 mm 是 任意 上 整数， 则 一 切 形 如 
mn 十 mm 吉之 数 的 集 入 在 数 直 态 上 是 处 处 稠密 的 ; 设 是 一 切 形 加 
nm 十 im 三 之 数 的 集 , 其 中 疾 是 偶数 ,C 是 一 切 形 如 十 二 之 数 的 集 ， 
其 中 性 是 奇数 , 则 刀 和 C 在 数 直线 上 也 是 处 处 秽 密 的 。 

证 明 。 对 于 每 一 个 正 整 数 志 存在 唯一 的 整数 (1; 可 为 正 ,为 
负 或 为 雳 ) 使 得 0<m+i5<l 全 一 ;+15。 设 UU 是 任意 一 个 
开 区 间 , 则 存在 正 整 数 上 使 得 4 CU) 之 了 二。 在 单位 区 关中 的 k+l 
个 数 X11,…, Th+rp 其 中 至 少 有 两 个 数 , 例如 Xz; 和 已 ?能够 满足 关系 
式 |z 一 履 | < 天 由 此 可 昂 ,z 一 性 的 某 个 整数 倍 属于 区 间 U， 也 
就 是 路 , 4 的 某 个 元 素 属于 U, 这 就 不 明了 定理 中 关于 4 的 部 分 。 
类 似 地 , 只 要 将 单位 区 问 换 为 [0,2), 就 可 以 证 明 关 于 B 的 部 分 
关于 C 的 证 明 可 由 等 式 C=B+1 得 出 。1 

定理 4。 至 少 有 一 个 勤 中 格 不 可 调集 夯 存在 。 

证 明 . 对 于 任意 两 个 实数 和 y， 我 们 以 记号 z~y 表示 (只 
用 在 这 个 证 明 里 )z 一 ye 4, 共 中 4 是 定理 3 中 记述 的 集 。 容 易 验 
证 ,关系 “~” 具 有 自 反 性 , 对称 性 和 推移 性 ;从 而 可 知 , 至 体 实数 集 
可 以 看 作 是 一 些 不 相交 集 的 人 集 ， 其 中 每 一 个 集 包 含 与 菜 一 个 痊 
定 的 数 成 立 关系 “~” 的 一 切 数 ， 根 据 选 择 公 理 ,存在 集 如 包含 上 
让 每 一 个 集中 恰好 一 个 点 ;以 下 我 们 证 明 轧 是 不 可 测 的 ， 

设 下 是 一 个 波 雷 耳 集 使 得 FC Bo。 由 于 莽 集 DCF) 不 可 能 包含 
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稠密 集 4 中 的 任何 非 堆 元 素 , 根据 定理 2, 下 的 测度 必 为 零 , 因此 
Kx(Eo) 二 0。 换 一 句 话 设 ,如 果 已 是 勒 具 格 可 测 集 , 它 的 测度 必 为 
零 . 

现在 , 设 a 和 a 是 4 中 两 个 不 相同 的 元 素 ; 上 则 集 记 十 ar 和 
oa2 是 不 租 交 的 (车 如 十 a 二 Xz2 二 aa, 其 中 zi€ Bo, Xz2 < Bo， 其 
Xi 一 Xa 一 42 一 Q1€ 4 妈 ZI 72， 与 2o 的 定义 相 矛 盾 ) 。 此 外 ， 由 于 
整个 数 直 线 被 一 切 形 如 男 a 之 集 和 给 成 的 可 列 类 所 各 盖 ， 其 中 
2a64, 妈 本 T4= 和 因此 如果 Bo 是 勒 具 格 可 测 的 ， 旧 可 推出 每 
一 个 十 a 是 勒 具 格 可 测 集 提 旦 具有 与 Bo 相同 的 测度 。 由 此 可 
见 , 名 是 勒 具 格 可 测 集 这 一 假定 将 导出 x( 了 XX) ==0 的 精 论 ,然而 这 
是 不 可 能 的 。 〖 

定理 4 的 永明 是 熟知 的 。 但 对 于 以 后 要 用 到 的 一 些 反例 的 建 
立 , 下 面 的 定理 更 为 有 力 。 

”定理 5。 在 数 直 礁 上 存在 子 集 M1, 使 得 对 于 任何 勤 具 格 可 测 
集 天 ,有 
LCMMNE)=0 和 MNE)=L(E). 
证 明 。 设 4,:B 和 C 是 定理 3 中 所 壕 的 集 , 则 4 二 BUC. 合 
M= E+B, 
其 中 加 是 在 定理 4 的 讨 明 中 所 建立 起 来 的 集 。 座 下 是 一 个 波 雷 
征集 使 得 CM, 旭 差 集 忆 CF) 不 可 能 包含 稠密 集 C 中 的 任何 元 
素 , 因此 根据 定理 2 有 4: CM) 二 0， 由 关系 式 
| M=E+rC=E+(B+1)=M+1 

可 证 4《1M) 二 0 (参看 $815 定理 4)。 如 果 瑟 是 任 音 惑 具 格 可 测 
集 , 旭 由 4 的 单调 性 可 得 uCMNE) 二 kx CM NE)=0, 根据 814 
定理 8, 就 有 MNE)=E(E)。 上 

从 本 节 所 得 到 的 精 果 中 ,还 可 以 获得 下 壕 烙 葵 : 不 可 能 将 勒 忆 
格 测 度 扩 张 到 由 数 直 线 的 一 切 子 集 组 成 的 类 上 ， 使 得 扩张 出 来 的 
集 画 数 仍 是 一 个 对 于 盏 移 是 不 变 的 测度 。 
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(1) 设 巨 是 一 个 勒 中 格 可 测 集 ， 如 果 对 于 处 处 稠密 集中 的 每 一 个 数 * 

有 
ECEACE+x))=0, 
则 或 是 P(E) 二 0, 或 是 LCE') 一 0, 二 者 必 居 其 一 . 

(2) 谱 S 是 由 集 卫 的 于 集 租 成 的 某 个 o- 环 ,凡是 S 上 的 c- 有 限 测 度 ， 
pr 和 pos 分 别 是 HGS) 上 册 挛 引出 的 外 测 庆 和 内 测度 . 识 M 是 HHS) 中 任 
意 一 个 集 ,S 是 由 以 及 S 中 至 体 集 租 成 的 类 产生 的 o~ 环 ， 下 列 一 对 列 全 
题 的 目的 在 于 说 明 , 以 可 以 扩张 成 为 S 上 的 一 个 测度 应. 

(2a) o- 环 S 是 由 形 如 (ENM) A CF NM') 的 一 切 集 宜 成 的 类 , 其 中 
eS, eS. (提示 : 只 须 放 明 一 切 具 有 上 述 形式 的 集 形成 一 个 o- 环 . 我 们 
指出 ; 四 

(ENM)ACFNM)=(ENM)U CF NM).) 

(2b) 家 j* CM) <co, 如 果 G 和 太 分 别 是 作 的 可 测 极 心 和 可 测 复 总 ， 
并 合力 = 及 一 G, 则 S 中 任何 集 与 D' 的 交集 属于 S， 

(2c) 在 S 中 存在 集 G 和 互 使 得 GCM nCM-G)=jpe(H—M) 
二 0, 并 使 得 S 中 任何 集 与 刀 的 交集 属于 S, 其 中 D 二 太一 G。( 提 示 : 存在 
Ss 中 之 集 的 不 相交 瓜 列 {Xm} 使 得 (Xm) <00,M= UCMNX).) 

(2d) 沿用 C26) 中 的 记号 , 则 有 jn CMND) 二 ps (CM ND)==0, 从 而 有 
wn MND)=p* CM ND)=D). 

(2e) 沿用 (2e) 中 的 记号 , 如果 

[CENM)ACRNMIIN DIE NM) A RNM)IND, 

其 中 Ew Fi Ez 和 本 都 是 5 中 的 集 , 妈 有 

MCE1ND)=p(E2 (ND) 和 nF1ND)=n( Fs ND). 
(提示 ;利用 下 述 事 实 : 从 等 式 

[CBA ED NMNDIALCRIA FY) NM NDI=0 
可 以 导出 
(ENDACBNDEMND 和 (FNDA(RNDEMND.) 
(92f) 设 @ 和 6 是 非 负 实数 满足 & 十 f= 二 1. 沿用 (2c) 中 的 到 号 , 并 合 
RCENM)ACEFNM))= 
pLCENMIACFNMIIND) ta END +AAFND), 

则 所 是 5 上 的 一 个 测度 , 它 在 S 上 与 /重合 。 
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(3) 设 记 是 o- 环 S 上 的 o- 有 限 测度 , {Mb… Mx} 是 可 侯 o 环 H(S) 
中 之 集 的 有 限 类 ， S 是 由 类 SU {Mi, “yy Mn} 产生 了 的 GT 一 环 ， 则 在 S 上 可 以 定 
义 一 个 济 府 及 它 在 S 上 与 py 重合。 对 于 H(CS) 中 之 集 的 无 限 叙 列 {JM), 类 
似 的 命题 是 否 成 立 ? 

(4) 下 面 的 例子 可 以 帮助 我 们 从 直观 上 理解 不 可 测 集 ; 事实 上 , 不 可 测 
集 的 一 般 性 贰 都 可 以 从 这 个 例子 里 获得 衣 明 。 讼 

X—{(% 7) 07x10y1} 
是 单位 正方 形 . 对 于 区 间 [0, 1] 的 每 一 个 子 集 轧 全 
E={(C%, :re E,0<y<1}cX. 
识 S 是 由 一 切 形 如 到 的 集 租 成 的 类 ,其 中 巨 是 勒 员 格 可 测 集 .定义 ( 辣 ) 等 
于 已 的 勒 具 格 测度 . 集 MM 一 {(2 力 :0<x<l， 3 一 于 } 就 是 一 个 不 可 测 集 ; 
LsCM)=0, mp* CM)=1. 

(5) 设 j* 是 定义 在 下 的 一 切 子 集 所 成 的 类 上 的 正则 外 测度 , 使 得 
J*(X)=1. 并 设 作 是 的 一 个 子 集 使 得 w, (MD 一 0, pv* (MD 一 1( 寡 看 定 
理 5 和 (4))， 各 果 会 (ED) 二 py*CBE)p*CBNM), 则 v* 是 一 个 外 测 座 
( 阔 看 10.5 和 10.7) 。 

(5a) 集 世 是 wv*- 可 测 集 的 必要 和 充分 条 件 是 : 它 是 -可 测 集 ( 贿 夏 
19.6). ”| 

(5b) 钥 4 是 一 个 答 定 的 集 , 则 对 于 包含 4 的 一 急 v* 一 市 测 集 加 
inf vy*(EE) 一 9 py*(A)。 (提示 : 如 果 巨 是 wv- 可 测 集 ; 旭 jp*CE Nn M)= 
ww*(E).) 

(5c) 外 测度 v* 并 非 正则 的 .〈 提 示 : 以 MM 测验 正则 性 .》 
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设 且 是 一 个 集 , S 是 由 飞 的 子 集 粗 成 的 一 个 叶 环 , 满足 条 件 
US=X, 我 们 称 症 和 S 是 一 个 可 测 空间 。 通 常 可 以 用 也 表示 可 
测 空 间 , 不 致 引起 混淆 但 有 时 对 于 可 测 空 间 中 的 o- 蒜 需要 送 重 
指出 时 , 我 信用 记号 (XyS) 代替 与 ， 确 民 上 我 们 称 刁 的 子 集 已 为 
可 测 集 当 而 且 只 当 它 属于 o- 环 S 时 。 这 样 的 设法 并 不 意味 着, 对 
于 某 一 个 外 测度 ie 而 车 , S 是 由 伪 体 1*- 可 测 集 组成 的 o- 环 ， 其 
至 也 并 不 表示 在 S 上 定义 了 一 个 测度 或 可 以 定义 一 个 测度 . 

利用 “可 测 集 "这 个 术语 ， 可 测 空 间 定 义 中 的 条 件 可 以 表达 如 
下 : 双 体 可 测 集 的 傍 集 就 是 整个 实 闻 ; 或 者 吏 , 任 音 一 个 点 必 导 于 
基 一 个 可 测 集 。 这 一 项 限制 的 目的 ， 就 是 要 从 实 阅 中 除去 那些 对 
于 测度 论 艇 关 紧 要 的 点 (或 点 集 )， 从 而 可 以 驶 除 乱 数 谈 毫 乱 必 亚 
的 附加 条 件 。 

设 (X, S) 是 一 个 可 测 窄 间 ，& 是 S 上 的 一 个 测度 ， 我 们 称 
CS) 和 4 是 一 个 测度 空间 ;正如 同 对 待 可 测 空间 一 样 ,我 们 也 常 以 
买 表示 测 谋 空间 。 如 时 对 于 测度 空间 中 的 o- 环 及 其 上 的 测度 需 
要 着 重 指出 时 , 我 们 用 记号 (X,S,4) 代替 卫 ， 如 果 测 度 4 是 [全 
有 限 、o- 有 限 或 完 至 的 , 则 分 别称 测度 宏 闻 和 是 [公有 限 、o- 有 限 
或 完 双 的 ， 对 于 测度 宏 间 ， 此 后 我 们 将 不 加 解释 地 引用 定义 在 可 
傅 o- 环 HGS) 上 由 上 引出 的 外 测度 p* 和 (在 o 呈 有 限 的 场合 下 ) 内 
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测度 ps。 

上 一 章 大 部 分 的 烙 朱 嗲 明了 如 何 可 以 使 一 个 可 测 窄 间 成 为 测 
度 空间 。 在 本 节 中 ， 我 们 将 指出 关于 可 测 空 间 和 测度 空间 的 一 些 
一 般 的 性 质 ; 在 本 章 的 其 他 各 节 以 及 以 后 的 剖 节 中 , 转 而 姑 论 定义 
在 测度 空间 上 的 画 数 ， 从 原来 的 测度 空间 形成 新 的 测度 空间 的 有 
用 的 方法 , 以 及 一 些 重 要 的 特殊 情形 的 理论 . 

普 先 ,我 们 看 出 , 测度 空间 (X, S,1) 的 可 测 子 集 Xo 本 身 就 可 
及 看 作 一 个 测度 空间 (Co Sopo)， 其 中 So 是 6 的 一 切 可 测 子 集 
所 成 的 类 ,并 且 对 于 Ee So, to(E)=KCE)。 反之 ,如 果 及 的 某 个 子 
集 闷 是 一 个 测度 空间 (Ko0,.So, 40), 则 辽 可 以 作成 一 个 测度 空间 
(XSD 其 中 SS 是 由 问 的 一 切 这 样 的 子 集 组 成 的 类 : 每 一 个 集 与 
Xo 的 交集 属于 So 赤 且 ,对 于 EeS, LE) 一 Am(En Xo)，({ 对 于 可 
测 空 间 , 完全 类 伺 的 论点 也 成 立 .) 即使 当 卫 本 身 已 是 一 个 测度 宏 
阐 时 ，_ 上 进 的 烙 构 方式 只 要 稍 加 修改 也 是 很 有 用 的 . 设 台 是 六 
的 一 个 可 测 子 集 , 旭 在 互 的 一 切 可 测 子 集 吾 所 成 的 类 上 可 以 定义 
一 个 新 的 测度 ko: Lo CE) 二 LCE 站 X0); 容 易 验 痢 , (XX, S, 40) 是 一 个 
测度 空间 。. 

在 上 了 段 的 讨论 中 , 如 果子 集 天 不 是 一 个 可 测 集 , 我 们 可 以 得 
到 蕊 么 样 的 糙 葵 呢 ? 为 了 回答 这 一 个 问题 ， 我 们 引进 一 个 新 的 概 
念 。 设 Xo 是 测度 空 关 (2 S, 内 的 子 集 , 著 对 于 每 一 个 可 测 集 羽 有 
Lx《E 一 X0) 一 0, 旧称 Xo 是 一 个 沿 厚 集 。 如 果 慷 本身 是 可 测 集 , 划 
Xo 是 渡 厚 集 当 而 且 只 当 p(X 一 Xo) =0; 如 果 上 是 到 有限 的 , 划 
为 省 厘 集 的 必要 和 充分 条 件 是 ; pr* (Xo0) 一 LCX)。( 渡 厚 集 的 例 
子 可 参看 816 定理 5 和 16.4.) 下 面 的 定理 是 比 前 面 的 一 些 注 解 更 
为 深刻 的 糙 论 ， 它 识 明 了 测度 宏 间 的 渡 厚 子 集 可 以 看 作 一 个 测度 
空间 。 

定理 1。 座 Xo 是 测度 空间 (X,S,4) 的 演 厚 子 集 。 如 果 So 一 
SXo, 措 且 对 于 EeS,rko(EN Xo0) 二 LCE), 上 则 (Xo, So, 140) 是 一 个 测 
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度 空间 . 
证 明 如果 及 和 己 是 S 中 二 和 集 使 得 EE 门 X0o 二 记 门 Xo, 旧 
(Bi APE) NN X=0, 于 是 pkLCEA 古 ) 王 0 从 而 4CED 一 ACE2) 。 换 一 
外 请 识 ， to 在 So 上 的 人 态 是 乱 歧 义 地 俏 定 的 。 
设 (是 So 中 之 集 的 不 相交 手 列 , 井 设 ,是 5 审 的 一 1 ` 集 


使 得 
F,=E,(Xo, 二 1, 人 2,，…。 
如 果 合 久 , 二 BE, 一 {BE:1<i<n),n 一 1,2,…, 央 
(EAE)NKNo= (Fs,—U{F: 1Si<n)) AF, = F,AF,=0, 
因此 (BAE,) 一 0, 从 而 


PP) DE)= Du) =u?.k,)= 
m=! =] n=1 


一 AL( UB) = WF,). 
换 一 旬 话 讼 ;to 是 一 个 测度 。 1 
(1) 定理 工 的 下 述 着 命题 成 立 ， 设 (X,S, 风 ) 是 一 个 测度 空间 , Xo 是 飞 
的 子 集 使 当 LN Xo== 下 和 6 有 (ED 二 CE2), 其 中 El 和 EE 是 任意 两 
个 可 测 集 , 则 和 0 是 渡 厚 集 。( 提 示 ， 车 FGE 一 Xo, 则 
(E—F)NXo=ENYo.) 
《2) 在 or~ 有 限 的 妮 合 下 , 定理 工 可 以 借助 于 16.2 中 的 精 果 获得 证 朋 . 
(3) 下 面 的 命题 六 明 有 限 测 度 空 间 与 全 有 限 测度 空间 二 者 差别 很 小 , 虽 
然 初 看 起 素 后 者 是 比较 更 为 特殊 的 一 种 空间 ,在 尾 意 有 限 测 度 室 并 CX, S, AD) 
中 存在 渴 厚 可 测 集 高 。 (提示: 全 c= 二 sup{n(B): 玉 eS}。 和 如果 {E} 是 可 
测 集 的 一 个 氢 列 使 得 mxn(Ew) 二 c， 基 可 倒台 二 U Az-1En。 容易 看 出 : 
LCX0) 二 c.) 这 个 精 果 使 我 们 在 许多 应 用 的 场合 下 ， 可 以 假 识 一 个 有 限 测 度 
空间 是 至 有 限 的 , 因为 我 们 可 以 将 耻 换 为 X60, 而 不 至 十 分 亚 失 普 远 性. 下 面 
是 一 个 例子 , 鹃 明 有 限 测 度 空 间 可 以 不 是 公有 限 的 。 咒 瑟 是 数 直 敌 ，S 是 由 
一 切 形 如 世 UC 之 集 组 成 的 闫 , 其 中 成 是 [0, 的 一 个 勤 内 格 可 测 子 集 ，C 
是 可 列 集 , 井 设 pz 是 SJ 上 的 其 上 只 格 测度 。 上 流 主 Xo 存在 的 方法 在 测度 论 
中 常常 会 用 到 ; 这 种 方法 称 为 穷 举 法 , - 
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(4) 设 (3; SA) 是 完全 , ac- 有 限 测 放空 间 , 则 每 一 个 K*- 可 测 集 是 可 测 
的 . 因此 ,对 于 完全 ，cr- 有 限 测 庆 空间 来 说 ， 关 于 可 测 性 的 两 个 概念 是 等 价 
的 ， 


$18. 可 测 商 数 


设 .是 定义 在 集 瑟 上 的 实 值 西数 ，M 是 数 直 线 的 一 个 子 集 。 
合 
fF- M)= {zr:f(r)eM), 
也 就 是 识 , f-'(M) 是 卫 中 一 切 这 样 的 点 所 成 的 集 ; 这 些 点 被 f 陕 
大 和 集 以 办。 我 们 称 f71QM) 为 集 民 对 于 f 的 原 和 像 .例如 , 设 f 是 
筷 的 某 个 子 集 互 的 特征 画 数 , 旭 广 !((1)) 王 已 广 :(((0)) =B'; 一般 
地 , 如 果 M 刻 不 包含 0 也 不 包含 1, 包含 1 但 不 包含 0, 包含 0 但 
不 包含 1, 或 同时 包含 0 和 1, 划分 别 有 
(MD 一 0 已 玖 或 飞 
容易 验 刘 ,对 于 任意 的 画 数 户 有 
JU = rf,), 
fCM—N)=f7 CM) fCN); 

换 一 旬 话 误 , 从 数理 楼 的 子 集 到 XX 的 子 集 阅 的 映像 /-', 保持 集 的 
运算 不 变 。 因 此 ,如果 是 数 殖 线 上 的 一 个 集 类 (例如 一 个 环 或 
o- 环 ), 具有 某 种 代数 上 的 性 质 , 则 产 :(E)( 即 一 切 形 如 广 :CVD) 之 
集 所 成 的 类 , 其 中 Me E) 是 具有 同样 代数 性 质 的 一 个 类 。 在 以 下 
我 们 所 特别 感 兴 趣 的 将 是 这 一 种 情形 ， 喜 是 当 忆 是 雪线 上 波 田 陡 
集 类 的 情形 . 

设 卫 是 一 个 集 ， 此 外 井 假设 有 一 个 由 X 的 子 集 钥 成 的 0- 环 
S, 使 得 (X, S) 是 一 个 可 测 宏 间 。 对 于 及 .上 的 任意 实 值 画 数 公 并 对 
于 任意 广义 实 值 巩 数 ), 邻 

NOCP)={z:Fz) 了 0)}。 

如 果 对 于 直线 上 的 任何 波 雷 耳 集 MM, 实 值 画 数 了 能 使 
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NO)n 广 :CD) 为 可 测 集 , 则 称 是 一 个 可 测 画 数 。 

和 这 个 定义 有 关 的 , 我 们 必须 作 如 下 的 一 些 悦 明 。 首 先 , 必须 
着 重 指 出 ， 实 数值 0 在 这 个 定义 里 所 扮演 的 特殊 和 角色。 我 们 选取 
0 的 理由 名 力 是 由 于 它 在 实数 的 加 法 群 里 是 单位 元 素 。 在 下 一 章 
里 ， 我 们 将 引进 关于 某 些 可 漳 画 数 的 积分 的 概念 ;如果 将 积分 法 
《 它 在 测度 窒 中 人 乱 疑 地 是 最 重要 的 一 个 概念 ) 看 作 加 法 的 推广 , 就 
必须 以 不 同 于 其 他 实数 的 态度 来 对 待 0 这 个 数 . 

设 f 是 防 上 的 可 测 画 数 ， 如果 倒 M 为 整个 数 直线 ， 则 N(7) 
是 一 个 可 测 集 ， 因此, 若 瑟 是 并 的 可 测 子 集 , 而 M 是 直线 上 的 一 
个 波 雷 耳 集 , 则 由 等 式 

ENF'CMY=LEN NCA NF MIIVUEE— NG)) Nf 

可 知 ,ENf~'CM) 是 可 测 集 ，( 我 们 注意 到 ， 在 上 式 右 端 中 ，( 一 
NCA)) 站 -1CM) 或 者 是 宏 集 ,或 者 等 于 一 NN( 了) ,) 换 一 句 话 设 ， 
如 果 将 “对 于 任何 波 雷 耳 集 M, 定义 在 可 测 集 互 于 的 实 值 画 数 了 /能 
使 ENf7'CM) 为 可 测 集 "作为 “f 在 玉 上 可 测 " 的 定义 , 旭 我 们 已 径 
证 明了 可 测 画 数 在 任何 可 测 集 上 是 可 测 的 特别 ,如果 空间 基本 
身 是 一 个 可 测 集 , 旭 的 可 测 性 定义 变 为 : 对 于 直线 上 的 任何 波 雷 
耳 集 Mb 广 :COM) 是 可 测 集 ， 摸 一 旬 话 襄 , 当 及 为 可 测 集 时 , 可 测 
裔 数 就 是 这 样 一 个 函数: 它 的 途上 映像 将 预先 葵 定 的 一 个 - 环 ( 即 直 
钱 上 波 雷 耳 集 的 全体 》 中 的 集 映 成 预先 烙 定 的 另 一 个 o- 环 ( 即 S) 
中 的 集 . | 

可 测 画 数 的 概念 显然 与 6- 环 S 有 关 ， 因此 如 果 在 同时 要 考虑 
到 不 止 一 个 o- 环 的 时 候 , 我 们 就 狼 画 数 / 对 于 S 是 可 测 的 ,或 者 更 
简单 地 识 , 是 (S) 可 测 的 .特别 , 如 果 已 是 数 直 线 ，S 是 波 雷 耳 集 
类 ,SS 是 勤 具 格 可 测 集 类 , 则 对 于 S 是 可 测 的 画 数 称 为 波 雷 耳 可 测 
画 数 , 而 对 于 S 是 可 测 的 画 数 则 称 为 勒 具 格 可 测 画 数 。 

下 面 的 事实 也 必须 荐 重地 加 以 指出 ， 正 如 同 在 817 中 所 用 到 
的 关于 集 的 可 测 性 概念 一 样 ， 画 数 的 可 测 性 构 念 仅 与 预先 给 定 的 


82 测 度 论 §18 


呈 环 3 有 关 ， 而 与 预先 和 给 定 的 测度 & 的 数值 镍 天 。 根 据 这 样 一 个 
论 训 ， 一 个 集 或 一 个 画 数 被 命名 为 可 测 的 , 这 本 粹 只 是 集 论 里 的 要 
念 ,而 与 测度 论 完 双 无 关 ， 

这 种 情况 与 近世 拓扑 室 间 理 险 中 的 情况 有 其 类 似 之 处 。 在 折 
扑 襟 闻 论 中 , 某 种 和 集 被 称 为 开 集 , 某 种 函数 被 称 为 连 灶 隙 数 , 而 与 
度量 无 关 。 度 量 之 是 否 存在 ,是 一 个 有 趣 的 问题 , 但 通常 总 是 一 个 
纤 基 紧要 的 问题 ; 虽然 度量 这 个 本 辣 可 以 用 来 定义 开 集 和 如 炉 性 
上 壕 的 类 似 性 实 贤 上 比 初 看 起 求 更 为 深 列 ， 攻 考 如 果 熟 悉 拓 扑 空 
关上 连 米 画 数 的 理 葵 , 就 会 记得 , 夯 数 了 是 过 炉 的 , 必须 而 且 只 须 ， 
对 于 变 程 (在 我 们 现在 的 情形 就 是 数 直 和 线 ) 中 的 任何 开 集 MI(Ad) 
属于 预先 给 定 的 集 类 , 而 这 个 集 类 中 的 集 是 被 称 为 开 集 的 。 

对 于 广义 实 秆 函数 ， 我 们 也 必须 引进 可 测 性 的 概念 。 为 此 目 
的 , 我 们 只 需 攀 定 , 将 扩张 的 数 二 烧 上 的 单 点 集 { 一 00} 和 {00) 列 天 
波 雷 耳 集 类 ， 然 后 将 实 值 画 煞 的 可 测 性 定义 逐 字 逐 句 地 加 以 重复 
就 行 了 。 于 是 ， 如 果 对 于 直线 上 的 任何 波 雷 征集 MM， 广 义 实 值 画 
数 了 能 使 下 列 三 个 集 

f=00D, FI(c0)) 和 NODNFT'M) 
都 是 可 测 集 ;旧称 是 一 个 可 测 画 数 。 我 们 看 出 , 扩张 的 波 雷 耳 集 
类 不 再 是 由 衬 闭 区 天 类 产生 的 ac- 环 了 。 

以 下 我 们 将 极其 详尽 地 研究 并 就 图 关 明 可 测 画 数 的 竺 构 。 首 
先 我 人 有 下 面 这 个 相当 有 用 的 定理 。 

定理 1. 可 测 空 间 (X,S) 上 的 实 信 画 数 了 为 可 测 画 数 的 必要 
和 充分 条件 是 : 对 于 任何 实数 c NCF)Imnfz:Fz)<c} 是 可 测 集 。 

慧明 。 设 M= {zt:t<ec), 划 人 是 一 个 波 雷 耳 集 , 并 二 f-'COM) 
= 一 人 zz)<c}。 因 此 , 条件 显然 是 必要 的 。 

现在 我 们 证 明和 条件 是 充分 的 。 设 对 于 任何 实数 c, NC 站 人: 
/ZX) < 之 c} 是 可 测 集 。 如 果 c1 和 ao 是 两 个 实数 ,cr<ca, 则 

{TfCr) ea) {Tf Lo} = {rosEf(r) ea). 
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换 一 句 话语, 对 于 任何 牢 半 区 闻 M=[e cs) NC) 人 CM) 可 以 
表 为 两 个 可 测 集 的 差 集 , 因此 它 是 可 测 的 . 设 E 是 扩张 的 数 直线 上 
一 切 这 样 的 子 集 M 租 成 的 类 : MM 能 使 NC 有 ) 站 /1CM ) 为 可 测 集 . 
因为 玉 是 一 个 0 环 ， 关上 且 它 包含 一 切 牢 并 区 间 ， 因 此 它 也 包含 一 
切 波 雷 耳 集 。 定 理 于 是 证 明 完 时 。 1 

(1) 在 定理 1 中 ,如 果 将 << 换 为 过 或 > 或 宇 , 定理 仍 成 立 。( 提 示 ; 如 果 
一 <c<o0, 则 


{x:fC#)S0} = (xf) et 二 }.) 


(2) 在 定理 1 中, 如 果 我 们 限制 c 属于 处 处 称 密 的 一 个 实数 集 、 定理 仍 
成 立 . ” 

(3) 设 了 是 一 个 可 测 疼 数 ,ec 是 一 个 实数 , 则 of 是 可 测 画 数 . 

(4) 谱 忆 是 一 个 可 测 集 ， 则 它 的 特征 丽 数 是 一 个 可 测 琐 数 。 首 命题 是 
否 成 立 ? 

(5) 非 零 的 常数 是 可 测 画 数 , 必须 而 且 只 须 XeS. 

(6) 设 下 是 数 直 辜 , 了 是 一 个 埠 本 数 ， 草 了 是 波 雷 耳 可 测 的 ， 是 否 每 一 
个 连 炉 本 数 都 是 波 雷 耳 可 测 的 ? 

(7) 册 卫 是 数 直 米 ,B 是 一 个 勒 员 格 不 可 测 集 ; 并 珊 


， 当 xeE, 
f0={ xe 


当 xe bE 

f 是 不 是 勒 具 格 可 测 国 数 ? 

(8) 设 f 是 可 测 图 数 ， 则 对 于 任何 实数 c NCf) Nn {x: 所 x) 二 c} 蚌 可 测 
集 . 逆 命 题 是 否 成 立 ? 

(9) 如 果 复 值 瑞 数 的 实 部 与 虚 部 都 是 可 测 的 ,旧称 这 个 复 值 图 数 是 可 测 
本 数 . 复 值 醒 数 了 为 可 测 的 必要 和 充分 条 件 是 ; 对 于 复 平 面 上 的 任何 开 集 
M, NC 有) Nf-1CM) 是 可 测 集 ， 

(10) 设 f 了 是 可 测 空间 (X,S) 上 的 实 值 琴 数 .对 于 任意 的 实数 1, 全 B(#) = 
{x:fX) 志 全 则 | 

(10a) 当 s<t 时 , 必 有 BCs)B(2)， 

(10b) UB = 有 :B=0, 
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(I0c) 个 s<tB(I)= BG). 
反之 ;如果 {BB()} 是 由 上 共有 性 质 (10a), (10b) 和 (10e) 之 集 租 成 的 一 个 类 , 则 
存在 唯一 的 有 限 实 值 画 数 f 使 得 {xX: (2X) 志 从 二 B(t)，( 提 示 ; 合 f(X) 二 
=inf {tf:xeB(t)}.) 
(1) 设 (X,5,rn) 是 一 个 健 有 限 测 凡 空间 , f 是 (X,5,n) 上 的 一 个 可 测 东 
数 ， 如 果 对 于 扩张 的 数 直 线 上 的 任何 波 雷 耳 集 &, 令 (ad 一 A( 广 (DJ7, 风 y 
是 波 专 耳 集 类 上 的 一 个 测度 ， 设 8 是 由 等 式 g(7) = p({x:1(x) < 站) 确定 
的 单 完 变量 图 激 。 和 如 果 f 是 有 限 的 , 则 8 具有 下 烈性 时 : 它 是 单 澜 增加 的 , 左 
连 钢 的 , 并 且 (一 吕 )=0,s( 吕 ) 二 JA(X); 我 们 称 为 7 的 分 布 图 数 。 如 果 
2 是 连 镜 的 ， 则 由 e 91 出 的 勒 且 格 - 史 英 尔 杰 测度 Hz (参看 15.9) 是 ?的 堆 
补 。 设 1 是 可 没 集 E 的 特征 痪 数 , 则 v(M)= 一 Xu(1)p(E)++Xu(0)n(E), 
819， 可 测 画 数 的 运算 
定理 1。 设 f 和 g 是 可 测 空 间 了 (X,S) 上 的 广义 实 信 可 测 画 数 ， 
c 是 任意 实数 ,并 设 
A={z:f(z) g(x) Fe), 
B={z:f(7) <g(zr) +e), 
C={z:f(7x) = g(x) Ftce}. 
则 A, B,C 三 者 中 的 每 一 个 与 任何 可 测 集 的 交集 是 可 测 集 。 
证 明 。 设 M 是 至 体 有 理 数 的 集 。 定 理 中 关于 4 的 烙 共 可 由 
等 式 
A= UremL {zr:f(r) <r}N {rr —eg(r)} 
推出 ;而 关于 B 和 C 的 灶 询 划分 别 由 等 式 
B=X—{xig(t+)<f(z)—et)} 和 C=B—4 
推出 。 上 
定理 2。 襄 由 是 定义 在 扩张 的 数 直线 上 的 广义 实 信访 雷 耳 可 
测 函 数 , 具有 性 质 $C0) =0。 如 果 愉 是 一 个 可 测 空间 ,是 定义 在 
关上 的 一 个 广义 实 信 可 测 画 数 ， 基 由 等 式 f(z) =$CfLz)) 确定 的 
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画 数 了 是 定义 在 及 上 的 可 测 西 救 . 
证 明 。 在 这 里 直接 运用 可 测 落 数 的 定义 比 利 用 818 中 的 必要 
充分 条 件 更 为 方便 。 设 M 是 扩张 的 数 直线 上 的 任意 波 雷 耳 集 , 则 
NCP NF Mr Fr MM{0)}= 
={rx:f(oe $M— {0))). 
由 于 $(0) =0, 我 们 有 
$M—{0)) =$" CM—{0})) 一 (0}. 
因为 $ 是 波 雷 耳 可 测 的 ,所 以 7'CM 一 {0)) 是 一 个 波 轩 耳 集 ;根据 
f 的 可 测 性 就 得 到 集 
NPNF MEN NF GM {0))) 
的 可 测 性 。 ] 

容易 验 起 , 对 于 任意 的 实数 >0， 由 等 式 $D = | 引 * 食 定 的 ， 
定义 在 整个 数 直 缆 上 的 画 数 少 是 波 雷 耳 可 测 画 数 。 因 此 ， 如 果 画 
数 f 是 可 浏 的 , 则 |fl* 也 是 可 测 的 。 类 似 地 ,可 测 画 数 的 正 整 数 乘 
需 以 及 ( 实 ) 带 数 与 可 测 函 数 的 乘积 都 是 可 测 两 数 。 如 果 我 们 考虑 
两 个 或 多 个 实 变 数 的 波 雷 耳 可 测 画 数 ， 期 运用 类 似 的 论点 可 以 讨 
明 ， 两 个 可 测 画 数 的 和 与 积 都 是 可 测 画 数 。 但 是 我 们 现在 还 没有 
建立 多 变数 西数 的 波 备 耳 可 测 性 概念 ， 所 以 我 们 暂时 中 止 这 方面 
的 讨论 , 转 而 直接 许 明 和 与 积 的 可 测 性 。 

定理 3。 设 f 和 g 是 可 测 空 间 芯 上 的 广义 实 信 可 测 沙 数 ， 则 
f+g 和 fg 都 是 可 测 务 数 . 

让 明 。 如 果 在 点 处 ,用 zx) 和 g(z) 二 数 中 至 少 有 一 为 钴 限 ， 
则 只 要 考察 几 种 可 能 的 情形 , 就 可 以 知道 , Frz) g(z) 和 flrglz) 
的 意义 是 很 容易 了 了解 的 。 因 此 , 我 们 可 以 只 考虑 有 限 值 的 画 数 ( 顺 
便 提 醒 一 下 , 如果 f(xY) 二 士 00 而 g(z) 二 干 00, 划 f(x) 十 glx) 省 有 
意义 )。 

当 f 和 g 为 有 限时 , 对 于 任意 的 实数 c, 我 们 有 

{zf(r) TSECD<O 一 人 :CD<ce 一 EEC。 
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在 定理 1 中 以 -g 代 g， 即 得 f+g 的 可 测 性 .jg 的 可 测 性 可 由 恒 
等 式 


B= 4 [Cf+e) (fg)"] 


得 出 。 
当 f 和 g 为 有 限时 ,我 们 有 


fUg= (f+gt+ -gl 


fNe=3¥(f+g- If-gl); 


因此 ， 根 据 定 理 2 和 定理 8， 由 了 和 8 的 可 测 性 可 以 推出 AUg 和 
fnNg 的 可 测 性 。 如 果 对 于 任意 的 广义 实 值 画 数 万 合 

. fr*=fU0 和 ”f= 一 (ffN\), 

则 有 

盖 广 一 广 和 [站 = 广 二 三。 

图 数 f+ 和 广 分 别称 为 画 数 了 的 正如 和 负 郝 。 根 据 上 面 的 甜 玲 可 
知 ,可 测 画 数 的 正 部 和 负 部 都 是 可 调 的 : 反之 , 如 果 一 个 画 数 的 正 
部 和 负 部 都 是 可 测 的 , 则 这 个 函数 本 身 也 是 可 测 的 。_ 

(1) 设 / 是 一 个 贾 数 ,如 果 | 月 是 可 测 的 ) 则 是否 一 定 可 测 ? 

(2) 如 果 苹 是 可 测 集 , 则 在 定理 2 中 即使 将 $9(0) 一 0 这 个 条 件 除去 , 定 
理 仍 成 立 ; 换 一 名 话 鹏 ,在 这 种 场合 下 , 可 测 陋 数 的 波 雷 耳 可 测 醒 数 是 一 个 可 
测 丽 数 . 
(3) 即使 当头 是 可 测 集 时 , 可 测 陋 数 的 勒 具 格 可 测 柄 数 也 不 一 定 是 可 
测 画 数 ， 下 面 一 梁 列 氛 述 的 目的 , 帮 在 于 证 明 上 玉 的 命题 . 我们 将 答 册 一 个 
勒 员 格 可 测 的 实 变 数 本 数 四 ( 力 ,以 及 一 个 束 秆 并 且 涯 增 ( 在 严格 意义 下 ) 的 
画 数 (x), 其 中 %* 是 突变 数 ，0 二 x 之 1, 使 得 FCx) 二 $CfCx)) 是 勒 中 格 不 可 
测 的 。 

设 天 一 [0 吉 .对 于 每 一 个 %e 总 全 一 
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六 0 
区 二 tt =~—0,aa20a'"', 
3 


其 中 ou 二 0,1 或 2, 2 二 1,92,…。 如 果 C 是 在 15.5 中 所 定义 的 康 脸 集 ， 则 当 
XeC, 有 ai 一 0 或 2, ?二 1,92,…。 训 4% 二 HN(Xx) 是 使 得 aw 二 1 的 第 一 个 指标 ; 
如 果 这 样 的 所 不 存在 , 也 就 是 通 , 如 果 xeC, 则 售 2(z) 一 co。 现在 定义 函数 
由 如 下 : 


(4) = 二 5 + 二 


1€i<n 2 

( 夯 数 汪 有 时 称 为 文 脸 求 数 .) 

(3a) 如 果 0 和 xy 和 1, 则 

0= (0) Sp LY SLD=1. 

(提示 : 如 果 xz 一 0.alasas… 扫 ?一 0 让 放 68…， 并 设 对 于 1<2<I 有 ai 二 
则 az<py.) 

(3b) 画 数 火 是 连 炉 的 . (提示: 如 果 x 二 0.0xaza…，y 二 0.81B2Ba…， 并 
设 对 于 1<i<i 有 i 一 Bis 则 
RAGE A < 

(3c) 对 于 每 一 个 xe 天 ,存在 叭 一 的 一 个 数 0<y<1, 使 得 + 一 (y+ 
沙 (DD)); 这 个 方程 确定 了 y 是 x 的 一 个 函数 ， 记 为 y 一 f(x) 。 8 是 定义 在 芒 
上 的 违 炉 画 数 ,并 且 它 是 在 严格 意义 下 静 增 的. (提示 , 豆 (? 二 册 ( 力 ) 是 速 入 
的 ,并 且 是 在 严格 意义 下 滤 增 的 .) 

(3d) 集 六 !(C) 是 勒 只 格 可 测 集 , 并 具有 正 的 测 谋 . (提示 。 集 

WX)={LO) :ye X—C} 

是 可 列 集 , 因 此 它 的 测度 为 雳 ; 由 此 可 知 


pf XK-C)=.) 


(3e) 存在 勒 具 格 可 测 集 M Mc{y:0<y<1), 使 得 f 一 CM) 是 勒 具 格 
不 可 测 集 . (提示 : 根据 $16 定理 5， 广 1(C) 包含 一 个 不 可 测 子 集 .我们 记 
得 , 如果 一 个 集 的 勒 员 格 测度 是 霉 , 则 它 的 每 一 个 子 集 部 是 勒 具 格 可 测 集 .) 

(3f) 设 必 是 (3e) 中 所 流 的 集 , $$ 是 M 的 特征 画 数 和 如果 


) 
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天 本 一 CCD)， 划 中 是 勤 由 格 可 测 的 , 而 产 风 不 是 . 
(4) 在 (3e) 中 所 述 的 集 朵 是 一 个 非 波 雷 耳 集 的 勒 贞 格 可 测 集 的 例子 
(参看 15.6) 。 


820。， 可 测 藩 数列 


定理 1。， 座 { 记 } 是 可 测 空 间 及 上 的 广义 实 信 可 测 函 数列 , 期 由 
等 式 
hz) =sup{ fn (TX) :n=1,2,..}, 
SCZ) =inf{ fs, C7) :n=1,2,-.…}, 
f° (7) =lim sup, fn 1), 
fi 1) =lim inf, fo C7) 
确定 的 函数 PP gj 和 fs 痢 是 可 测 田 数 .。 
证 明 。 很 容易 将 一 般 情 形 化 为 有 限 值 画 数 的 情形 。g 的 可 测 
和 性 可 由 等 式 | 
(xiglz) Ce} = Ura{z:f lz) <e) 
推出 。# 的 可 测 性 期 可 四 关系 式 
hz) = —int{—f, C7) :=1,2,..…) 
推出 。 由 关系 式 
f* 7) =inf sup fnCT) 
>! Mm 
和 和 
Cr) 一 sup inf f(z) 


分 别 得 出 六 和 天 的 可 测 性 。 1 
由 定理 可知, 可 测 落 数列 { f}) 的 收 语 点 集 , 妓 集 
{x:lim supy fy (7) = lim inf, f,, (7) }, 
万 任何 可 测 集 的 交集 是 可 测 集 ,从 而 可 知 ,出 等 式 f (72)=lim, f,(7) 
确定 的 ， 定 义 在 使 im Cz) 存在 的 一 切 点 2 之 集 上 的 画 数 了 是 
一 个 可 测 责 数 ， 
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下 述 简 单 画 数 的 概念 是 可 测 画 数 短 中 极为 有 用 的 概念 .。 说 开 
是 一 个 可 测 空 间 ;, 如 果 了 是 定义 在 了 上 具有 下 列 性 质 的 画 数 ;存在 
可 测 集 的 不 相交 有 限 类 {五 ,…, 忆 ,》 以 及 实数 有 限 集 (ar cv》 
使 得 


oi, 当 z EE i=1,.…,n, 

f(z) -lo 当 z CEU UE,, 
则 称 了 为 简单 图 数 ( 我 们 着 重 指出 ,简单 画 数 所 取 的 值 只 限于 有 限 
实数 , 这 个 事实 在 以 下 的 讨论 中 古 很 重要 的 )。 换 一 旬 话 设 , 简单 
丁 数 是 这 样 的 一 个 丽 数 ; 它 只 取得 有 限 个 异 于 雳 的 值 , 每 一 个 值 是 
在 一 个 可 测 集 上 取得 的 。 

可 测 集 已 的 特征 画 数 xz 是 简单 夯 数 最 简单 的 例子 。 不 难 恰 
证 , 每 一 个 简单 画 数 是 可 测 的 ; 事实 上 , 对 于 上 述 的 简单 画 数 我 
们 有 


f(z) = Ps, (2). 


两 个 季 闪 机 数 的 节 积 以 及 有 限 个 简单 数 的 编 性 得 合 仍 为 简单 
数 。 

” 定 建 2， 每 一 个 广义 实 信 可 测 函 数 了 可 以 玫 为 一 个 简单 画 数 
烈 {P) 的 框 限 ! 如果 了 是非 所 的 , 期 每 一 个 户 可 以 取 为 非 负 的 ， 拓 
且 可 取 {f} 为 增 手 列 。 

证 明 。 首 先 假定 二 0。 对 于 每 一 个 4 二 1,3, …, 并 对 于 每 一 
个 zk 人 
一 一 一 < L ; i=1,2,.……,2"n, 
fT = 2” 2” 
7 若 fn) on. 
显然 , f 是 非 负 的 简单 画 数 ， 井 和 且 丽 数列 {f,} 是 泪 增 的 。 如果 
/Zz) 过 00, 旧 对 于 任意 的 %, 有 


Of (7) 一 六 Co) < 
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如 果 fz) = 二 00, 居 对 于 任意 的 ,有 f(z) 二 n。 这 就 证 明了 定理 的 
后 件 部 。 将 这 个 车 果 分 别 运用 到 画 数 f+ 和 广 .上 (类 由 于 两 个 简 
单 函 数 的 差 仍 为 简单 画 数 ), 就 得 到 定理 前 个 部 的 丰 明 。 有 

(1) 在 本 节 和 上 池 中 引进 的 全 部 概念 以 及 由 此 获得 的 全 部 千 花 (当然 要 
除去 有 关 实 数 欢 序 性 质 的 一 些 命题 ) 都 可 以 推广 到 复 值 图 数 的 场合 ， 

(2) 在 定理 2 中 ,如 果 陋 数 了 是 有 界 的 ,其 可 以 选取 {及 } 使 它 一 致 收敛 
到 

(3) 在 简单 本 数 的 定义 中 ， 如 果 尤 放 有 可 列 无 限 多 个 集 应 以 及 可 列 钨 
限 多 个 对 应 的 实数 ai ,我 们 就 得 到 初等 函数 的 概念 。 每 一 个 实 值 可 测 丽 数 了 
可 以 玫 为 一 个 一 履 收 敛 的 初等 画 数列 的 极限 . 


21.。 几乎 处 处 收敛 性 


在 以 上 三 节 中 ,我 们 建立 了 可 测 画 数 的 一 些 理 芥 ,这 些 理 芥 的 
建立 , 尽 可 能 地 避免 用 到 测度 的 概念 。 从 现在 起 ,我 们 将 假定 所 者 
谍 的 空 阅 是 一 个 测度 空间 CX, S, po 。 

设 有 一 个 命题 ， 如 果 在 测度 衬 间 中 除去 一 个 测度 为 零 的 可 测 
集 外 ,命题 对 于 任何 其 他 的 点 都 成 立 , 旧称 命题 在 几乎 所 有 的 点 成 
立 ， 或 称 命 是 几乎 处 处 成 立 。 例 如 , 车 存在 实数 c 使 得 ftz:Fz) 关 
5 是 一 个 测度 为 寺 的 集 ， 我 们 就 识 画 数 广 几乎 处 处 是 常数 。 如果 
画 数 几乎 处 处 是 有 界 的 ， 也 就 是 识 ， 如 果 存 在 正 的 常数 c 使 得 
{Zz; f(z) | 之 c) 是 一 个 测度 为 老 的 集 ,上 则 称 f 了 是 本 性 有 界 的 满足 
上 上 上述 条 件 的 数 6c, 它们 的 下 确 界 称 为 | fi 的 本 性 上 确 界 , 记 为 

ess sup |f|。 

设 人 f} 是 一 个 广义 实 值 西数 列 ， 它 在 测度 宏 间 和 上 几乎 处 
处 收敛 到 一 个 极限 画 数 有 这 就 是 融 , 存在 测度 为 零 的 集 本 (也 
可 能 是 空 集 )， 对 于 每 一 个 x/ 夯 着 对 于 每 一 个 8>0,， 可 以 找到 一 
个 整数 如 =7zokz;5) ,使 当 wzo 有 


万 (办 二 一 了 车 f(z) = 一 00， 
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[Cw) 一 f(D)1<s， 车 一 00<f(z)<o0， 
f(D) > 若 大 四 =oo- 


设 {} 是 一 个 实 值 画 数列 , 如 果 存 在 测度 为 雾 的 集 Eo, 对 于 每 一 
个 Ze ER 十 对 于 每 一 个 2>0, 可 以 找到 一 个 整数 no 二 no(x,8) 使 当 
nz270, ms>no, 有 


| 六 (zx) —fn(T) |<s, 

旧称 { fi,} 是 几乎 处 处 基本 的 。 

显然 , 旭 果 一 个 画 数 列 几 乎 处 处 鸡 笋 到 一 个 有 限 值 三 限 丙 数 ， 
则 这 个 函数 列 是 几乎 处 处 基本 的 ;反之 , 每 一 个 几乎 处 处 基本 的 画 
数列 必定 多 乎 处 处 收敛 到 一 个 有 限 值 极限 画 数 。 如 果 画 数列 几乎 
处 处 收敛 到 同时 也 几乎 处 处 收 钱 到 g， 则 几乎 处 处 有 有 六 xX) 二 
8 (7z); 也 就 是 设 , 在 精确 到 一 个 测度 为 零 的 集 的 程度 内 , 极限 丽 数 
是 唯一 确定 的 。 

今后 我 们 将 涉及 几 个 不 辐 种 类 的 收敛 性 概念 ， 在 每 一 种 情形 
我 们 总 是 采用 与 上 面 所 述 完 双 类 位 的 术语 。 因 此 ， 如 果 我 们 对 于 
{fw 过 向 极限 引进 一 种 新 的 收 伊 性 定义 “对 于 大 的 n，f 按照 
茶 种 指定 的 意义 接近 于 了 f”, 旧 今 后 我 们 将 不 加 解释 地 引用 下 述 概 
念 : 在 这 种 新 的 意义 下 ,{f} 是 基本 的 ， 即 “对 于 大 的 4 和 zr, 基 
fr 一 fmn 按照 指定 的 音义 接近 于 0", 

作为 实 值 画 数列 新 的 收 敏 性 疾 念 的 一 个 例子 ， 我 们 首先 引进 
儿 乎 处 处 一 致 收 笋 的 概念 。 设 (万 })》 是 一 个 实 值 画 数列 , 如 果 存 在 
测度 为 雾 的 集 E60, 对 于 每 一 个 E>0, 可 以 找到 一 个 整数 70 一 10(8)， 
使 当 n=no, te eo, 有 

[fu Ct) —f(2) <, 

其 称 {f2 几乎 处 处 一 致 收 化 到 矿 换 一 句 话 姐 ， 就 是 画 数 列 在 集 
各 一 可 上 一 致 收 伍 到 大 在 通常 的 意义 下 )。 不 难 验 亦 , 一 个 叙 列 几 
乎 处 处 一 致 政 伍 到 一 个 极限 画 数 当 丽 且 只 当 这 个 用 列 是 儿 乎 处 处 
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一 致 基本 的 。 

下 面 的 定理 称 为 叶 果 洛 夫 定理 . 这 个 定理 建立 了 几乎 处 处 收 
笋 性 与 一 致 收 钱 性 之 闻 极 为 肥 趣 并 且 有 用 的 联系 . 

定理 1. 设 忆 是 具有 有 限 测 度 的 可 测 集 ,{f} 是 几乎 处 处 有 
限 的 可 测 画 数列 ,人 {fn} 在 轧 上 几乎 处 处 收 合 到 有 限 信 可 测 台 数 玫 
则 对 于 每 一 个 5>0， 存 在 瓦 的 可 测 子 集 瓦 使 得 LC 下 )<8 并 使 得 
{fw} 在 EE 一 中 上 一 致 收 做 到 

证 明 。 如 果 有 必要 ,可 以 从 户 中 除去 一 个 测度 为 零 的 集 ,; 因 此 
我 们 可 以 假定 {f,} 在 上 处 处 收 伐 到 ff。 会 


En~— Ne: fC) -f(D | < 


则 
EPCEYC.,., 
又 因 {fn} 在 上 收 钱 到 了 所 以 对 于 每 一 个 滩 二 1,2,…, 有 
lim, EmOE. 


于 是 limak(E 一 Em) ==0, 从 而 存在 正 整 数 m0 二 noCim) 使 得 
LCE— Emm) < re 


(m0 当然 与 有关 ,但 在 整个 诈 明 过 程 中 8 保持 不 变 ,) 如 果 
F= UCE— Ew), : 
则 五 是 一 个 可 测 集 ,了 CC 工 且 


KG =A Um CE— En) SE PE— Ew) <e. 


如 果 ze 一 也 =EN 门 2 Boo 则 ze Bo 其 中 rzm0Cm)。 因 此 ， 
lo 一 fz) 1< 记 .这 就 证 明了 {fj} 在 E 一 上 是 一 致 收敛 
的 。1 

由 于 叶 果 洛 夫 定理 的 避 改 ,我 们 现在 引进 下 沪 概念 。 衣 {了 ,} 
是 一 个 儿 平 处 处 有 限 的 可 济 陌 数列 如 果 对 于 每 一 个 8 汪 0, 存在 一 
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个 可 测 集 下 使 得 4 下)<i8 并 使 得 {f) 在 上 一 致 收 钙 到 一 个 
有 限 值 可 测 画 数 户 划 称 {f;} 几乎 一 致 收 做 到 户 按 照 这 种 届 法 ， 
叶 果 洛 夫 定 理 可 以 表述 如 下 :在 一 个 具有 有 有 限 测度 的 集 上 , 由 几乎 
处 处 收 伊 性 可 以 推出 几乎 一 致 收 敏 性 。 下 面 是 道 方向 的 定理 - 

定理 2。 设 可 测 面 数列 {f;) 几乎 一 致 收 秘 到 万 划 { 亡 } 几 平 
处 处 收 盆 到 矿 

证 明 。 裔 已 , 是 一 个 可 测 集 使 得 4(CF) < 一 霸 使 得 { 万 ) 在 FP/ 
上 一 致 收 黎 到 户 4 一 1,3,…. 含 下 = 门 ”_F,, 则 有 


WF) CLF <， 


从 而 有 uC ==0; 于 是 ;对 于 we {fn (x) 显然 收 合 到 f(x), 
我 们 注意 到 ,几乎 一 致 收 敏 "是 一 个 不 很 正确 的 (但 可 惜 却 是 
标准 的 ) 名 称 , 因为 它 很 容易 和 “几乎 处 处 一 致 收 敏 " 相 混 。 也 许 类 
似 “ 近 于 一 致 收 敏 ”的 名 称 比 较 更 能 表达 出 事实 的 吴 相 ;然而 束 已 
胡 此 ， 我 们 必须 对 几乎 一 致 收 化 与 几乎 处 处 一 致 收 敏 这 两 个 名 称 
留心 加 以 区 别 。 
(1) 设 f 是 直 炉 上 的 实 值 翻 员 格 可 测 图 数 , 则 存在 波 雷 耳 可 测 部 数 8 使 
得 几乎 处 处 有 f(x) 一 g(x) 。( 提 示 ; 对 于 每 一 个 有 理 数 7， 合 Ey 一 {x:f(x) 
<y 然后 利用 $13 定理 2 将 Ey 表 为 PAN; 的 形状 ; 其 中 瓦 , 是 一 个 波 雷 
耳 集 ，NNV; 是 测度 为 雳 的 集 。 设 入 是 测 广 为 零 的 波 雷 耳 集 ; No UV， 定 
义 8 如 下 : 
0， 当 xeN, 
2 w= f(x)， 当 zeN. 
贿 看 18.2.) 
(2) 诅 巨 是 具有 正 的 有 限 测 庚 的 可 测 集 , { 思 } 是 一 个 几乎 处 处 有 限 的 
可 测 琐 数列 ,并且 它 是 几乎 处 处 基本 的 , 则 看 在 正 的 常数 c; 间 存在 巨 的 可 测 
子 集 已 ， 具 有 正 的 测度 ,使 得 对 于 每 一 个 二 1, 2, …, 并 对 于 每 一 个 # 下 ， 
有 ifn(x) ic. 
(3) 谱 巨 是 共有 o- 有 限 测 广 的 可 测 集 ,{f} 是 一 个 几乎 处 处 有 限 的 可 
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测 殴 数列, 并 且 它 在 瓦 上 扩 乎 处 处 收 敏 到 一 个 突 值 可 测 画 数 亡 则 存在 可 测 
集 的 叙 列 { 瑟 使 得 凡 ( 瑟 一 避 基 ED) 一 0 并 使 得 {所 } 在 每 一 个 所 上 是 一 
致 收 笋 的 ,2 二 1, 2 ….( 提 示 ， 只 须 在 jC(E) < 人 00 的 场合 下 证 明 这 个 命 荐 ,应 
用 叶 果 洛 夫 定理 , 选取 巨 使 得 

nCE— Ui ED) < 工 
并 使 得 {及 } 在 玉 上 一 致 收 北 .) 

(4) 设 肝 是 正 整 数 集 ，S 是 世 的 一 切 子 集 所 成 的 类 . 对 于 忆 eS， 命 
(2) 为 中 之 点 的 个 数 。 如果 Xn 是 集 {1 … 9 的 特征 画 数 ， 则 {Xw} 处 
处 政 组 到 了， 但 它 不 是 用 乎 一 致 基本 的 . 由 此 可 屁 , 如果 万 的 测 庆 不 是 有 限 
的 , 划 叶 妆 洛 夫 定理 不 成 立 . 

(5) 对 于 等 一 个 本 些 有 界 画 数 {， 例 角川 一 ess sup]||， 区 {#} 是 
一 个 本 许 有 界 可 测 丽 数列 ， 则 {fw} 几乎 处 处 一 致 收 化 到 f 当 而 且 只 当 
lims || fs—f}] <0. 

(6) 对 于 (5) 申 所 壕 的 范 煞 上 /外 来 鹏 , 由 一 切 本 过 有 界 可 调 函 数 想 成 的 
集 对 是 不 是 一 个 巴 拿 赫 空 间 ? 


822， 依 测度 收 仇 性 


和 上 池 一 样 , 在 本 节 中 , 我 们 假定 所 考虑 的 是 一 个 固定 的 测度 
实 闻 (XX, S, 2 。 

定理 1.。 设 巨 是 具有 有 限 测 度 的 集 , 和 是 玉 上 的 实 信 可 
测 函 数 ;,z 一 2,…。 对 于 每 一 个 20, 令 

Ee) = {7: [fC2) —f(r) [2), Nn 二 1,2,…。 
{fn} 在 忆 上 几乎 处 处 收 化 到 了 的 必要 和 充分 宗 件 是 ; 对 于 每 一 个 
€>0, 
lm 人 En Um .Be))=0. 

证 明 。 根 据 收 人 敏 的 定义 ， 实 数列 《CCz)} 不 收 化 到 (CD 的 必 - 
要 和 充分 条 件 是 : 存在 8>0, 使 得 对 于 寻 的 无 限 多 个 值 有 ze 五 (日 。 
换 一 甸 话 识 ， 如果 D 是 使 得 《ff(X)) 不 收 化 到 了 (xX) 的 点 工 所 成 
的 集 , 贡 
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D= UU ,wo lim sup, 五 (6) 一 WU-ilim supxEs( 2 ). 


因此 ,4CEND) 二 0 ( 即 {) 在 五 上 几乎 处 处 收 钱 到 了 ) 的 必要 和 
充分 条 件 是 : 对 于 每 一 个 5 汪 0,4CE[lim supn 忆 ,8)) 一 0 由 关系 式 
uCENlm sup, E, CE)) =nCEN 门 2 US En Ce)) = 
=limsu (EN Um-n Ene)) 
即 得 定理 的 灶 论 。 1 

为 了 研究 定理 1 中 条 件 变 腾 时 所 产生 的 精 果 ， 现 在 我 们 再 引 
进 一 种 很 有 用 的 政 钱 性 定义 。 座 {f} 是 一 个 儿 乎 处 处 有 限 的 可 
测 画 数列 ,是 一 个 可 测 画 数 , 如 果 对 于 每 一 个 8 之 0, 有 limwu({z: 
[fn《D) 一 f(z)| 之 2)) =0, 划 称 {f,} 依 测度 收效 到 人 .按照 我 们 在 
§21 中 所 作 的 关于 术语 的 注解 ， 一 个 几乎 处 处 有 限 的 可 测 画 数列 
{所 称 为 依 测度 基本 的 , 如 果 对 于 每 一 个 5 汪 0, 当 % 和 ?m00, 有 

pfz:LACoD ~faD ED HO 

由 定理 1 可 知 ， 如 果 有 限 值 可 测 画 数列 在 一 个 具有 有 限 测 度 
的 集 互 上 儿 乎 处 处 收 敏 到 一 个 有 限 值 委 限 画 数 [或 儿 乎 小 处 基 
本 ], 旭 这 个 画 数列 在 已 上 是 依 测度 四 化 的 [或 依 测度 基本 ]。 现 在 
证明 下 面 的 定理 , 其 中 我 们 对 于 集 已 井 不 提 求 它 具有 有 限 测 度 ， 

定理 2。 由 儿 平 一 致 收发 性 可 以 推出 傅 测 度 收 般 性 。 

证 明 。 刻 果 { 户 } 几乎 一 致 收 化 到 卢 则 对 于 任意 自 数 E 和 5 
存在 可 测 集 下 使 得 uCF)<<6, 并 使 得 当 ze 而 2 到 分 大 时 有 
[FD -HD Ie | 

定理 3。 如果 {ff} 傅 测 度 收 笋 到 万 虽 {f}》 是 使 测度 基本 
的 。 和 如 果 {所 } 同时 也 侠 调 度 收 化 到 2 虽 几 乎 处 处 有 =g， 

证明 。 定 还 的 前 中 部 可 由 关系 式 

{zi fa Co 一 和 Co) [8} CS 


cjz: | PCz) 一 Fr) [> 号 fz: [fanz) 一 Fr) [> 中 
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推出 。 更 在 奸 明 定理 的 后 牢 部 。 我 们 看 出 ， 
{2 If) —g (0) [28} CS 


AA EA 


只 要 适当 地 选择 ,. 上 式 右 端 两 个 集 的 测度 都 可 以 为 任意 小 ,因此 ， 
对 于 每 一 个 6 之 0, 我 们 有 
Lx: fT) 一 SC [>8)) =0. 
由 此 可 具 ,f=g 几乎 处 处 成 立 。 上 8 
除了 上 述 比 较 简单 的 性 外 外 ， 我 们 再 介 和 关于 依 测度 收敛 性 
的 两 个 稍为 深 列 的 性 质 。 | 
定理 4. 如 果 可 测 函 数列 《名 } 是 依 测 度 基本 的 ， 虽 人 《f} 包 
全 一 个 几乎 一 致 收 化 的 于 氢 列 人 f,,}. 
证 明 。 对 于 任意 正 整数 & 我 们 可 以 找到 一 个 整数 Ck) 使 当 
n>n(k), mz>n( 司 ,有 
1 


和 :9) -Acoi> 赤 < 去 . 


合 
=n(1), 2= (ni 1) UnC2), ns= (13+ 1) UnCB), £3 
则 ma<za<7za<… 因此 { 记 ,是 { 访 》 的 一 个 无 限 子 叙 列 。 如 果 


Ez: f(D ~fun D>) 
并且 Si<j, 旧 对 于 每 一 个 TEEr UE UEstrzU…, 我 们 有 
fa Df SDD fon D1 
因此 ,{ 万 ) 在 贸 一 (BU wyU…) 上 是 一 到 基本 的 又 因 
HB UB US Pn gr 


定 青 于 大 证 有 曲 完 深 ， 
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定理 5。 如果 可 测 画 数列 {f;,) 是 依 测度 革 本 的 , 则 存在 可 测 
西数 了 使 得 { 记 ) 仗 测度 收 化 到 大 
证 明 。 根据 定理 4, 存在 几乎 一 致 基本 的 子 叙 列 {f,), 因而 
{ 户 ,} 也 是 几乎 处 处 基本 的 ， 对 于 每 一 个 使 lm f(z) 存在 的 zx， 
会 fz) =lims 万 (Cz)。 对 于 每 一 个 8 之 0, 我 们 有 
{x: fC) 一 Fo [>8} 


cjz: [fo CT) — fn, (XT) | 二 5| U jz: fus(T) f(z) [> 中 


按照 假定 ， 当 和 x5 充分 大 时 ， 上 式 右 端 第 一 个 集 的 测度 可 以 为 
任意 小 ; 当 &->co 时 , 第 二 个 集 的 测度 也 趋向 0, 因 汶 由 几乎 一 致 收 
钱 性 可 以 推 岩 依 测 度 收 化 性 . 

(1) 设 测 庚 空 胆 (X, 5, 0w) 是 全 有限 的 , 并 设 有 限 信 可 测 病 数列 {f} 和 
{8w} 分 中 傅 测度 收 伍 到 了 和 g. 

(1a) 如 果 a 和 是 实 的 常数 ， 旭 {af 十 Bgxn} 傅 测 庆 收 化 到 af 十 pp; 
{1} 依 测 度 收 化 到 | 了; . 

(1b》 如 果 f==0 几乎 处 处 成 立 , 则 { 7} 傅 测度 收 伍 到 户 . 

(1c》 画 数列 {fwg} 依 测 度 收 钙 到 fg. (提示 ， 对 于 葵 定 的 正 数 8, 存在 
常数 c 使 得 (XX 一 EE) <8, 其 中 玉 ={X: |g(x)1<<c)s 在 已 和 成一 已 上 分 别 
考察 {fn8} 的 依 测度 收 语 性 .) . 

《1d)〉 画 数列 {及} 依 测度 收 颌 到 ，( 提 东 ; 对 { 妈 一 了 } 应 用 (1b).》 

(18》 男 数列 {fgw} 依 测 度 收 颌 到 fg. 《提示 : 用 和 与 平方 才 出 乘积 ,) 

(1f) 如 果 测 庆 空 间 不 是 对 有限 的 , 命题 (1a) 一 (18) 是 否 成 立 ? 

(2) 依 测度 基本 人 氢 列 的 每 一 个 子 氢 列 是 依 测度 基本 的 ， 

(3) 敲 可 测 泵 数列 { 访 } 是 依 测 许 基 本 的 ,{ 访 } 和 { 太 让 是 两 个 子 叙 
列 ,{ 广 ,几乎 处 处 收 乒 到 极限 贾 数 户 { 四 几乎 处 处 收 伏 到 极限 本 数 和 则 
几乎 处 处 有 一 38. 

(4) 误 耻 是 正 整数 集 ,S 是 下 的 一 切 子 集 所 成 的 类 . 对 于 EeS, 合 凡 CBE) 
为 EE 中 之 点 的 个 数 . 旭 对 于 测 庭 实 天 (5 5, pp) 来 说 依 测度 收 伍 性 与 处 处 
一 致 收 伍 性 是 等 价 的 . 

(5)》 在 一 个 测 雇 为 无 恨 的 集 上 , 由 几乎 处 处 收 竹 性 是 否 可 以 推出 依 测 庶 
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收 镶 性 ? 〈 郑 看 21.4 和 (4).) 
(6) 设 测 度 空间 半 是 具有 勒 具 格 测 庚 的 单位 闭 区 找 。 识 


已 一 -二 二 ， 三 | 2 一 了 2, … 2 一 1 3 4, 


并 设 关 是 Bi 的 特征 丽 数 , 划 入 列 {XX3 X32,X 2，%3,…} 依 测 庚 收 颌 到 
0, 但 它 在 及 中 任何 点 都 不 是 收 合 的 ， 

(7) 设 {En} 是 一 个 可 测 集 乌 列 ,Xn 是 Bw 的 特征 羡 数 ,2 二 1, 2, …. 叙 
列 {Xn} 为 依 测 庆 基 本 的 必要 和 充分 条 件 是 : 当 % 和 Im 一 00 时 , P(En Ew) 一 0 
(P 的 定义 见 9.4.) 


积 分 
823， 可 积 简单 画 数 


廊 f= > oxs, 是 定义 在 测度 空间 (2 S, 办 上 的 简单 画 数 , 如 


有 果 对 于 使 % 夭 0 的 每 一 个 指标 ;有 (CEI<co， 则 称 了 是 可 积 的 。 
我 们 称 和 数 DD 


> Lu(E) 
为 的 积分 , 用 记号 
Japanka 刻 [fa 


表示 。 如 果 了 同时 也 等 于 Bi xzj， 则 由 上 的 可 加 性 , d= 


pwCF); 这 就 是 如 ， 积 分 的 值 与 了 的 表示 方式 无 关 ， 因 而 是 唯 

j=1 

一 依 定 的 。 我 们 看 出 ,可 积 简 单 丽 数 的 杷 对 值 ,任意 常数 与 可 积 简 

单 画 数 的 乘积 , 以 及 两 个 可 积 简单 画 数 的 和 都 是 可 积 简单 画 数 ， 
识 瑟 是 一 个 可 测 集 , 是 一 个 可 积 简 单 画 数 ， 则 很 容易 看 出 ， 

画 数 xgf 也 是 一 个 可 积 简单 画 数 ;我 们 定义 f 在 五 上 的 积分 如 下 ， 


f fau= fref dr. 
了 DD 如果 一 0 而 wwBio) 二 00, 则 按照 $0 中 所 作 的 移 定 ,a Bi0) 一 0。 
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可 积 简单 画 数 最 简单 的 例子 就 是 测度 为 有 限 的 可 测 集 已 的 特 
征 醒 数 ;我 们 有 /xed 一 [duuCE). 

以 后 我 们 将 在 比 可 积 简单 画 数 类 更 为 广泛 的 画 数 类 上 定义 可 
积 性 与 积分 的 向 念 。 一 些 有 用 的 定义 以 及 许多 重要 定理 的 氢 进 
(但 不 是 诈 明 )， 都 仅 只 依赖 于 我 们 已 叙 提 到 的 积分 学 最 简单 的 性 

- 质 。 为 了 避 有 不 必要 的 重复 ,我 们 在 本 节 中 将 “简单 夯 数 一役 简 
称 为 “ 画 数 "。 这 样 一 来 , 对 于 以 后 我 们 将 要 考虑 的 更 为 广泛 的 画 
数 类 ,本 节 中 所 有 的 定理 都 将 有 意义 ， 当然, 在 本 节 中 ,定理 的 证 
明 都 是 对 简单 画 数 而 首 ; 对 于 过 广泛 的 画 数 类 , 定理 的 证 明 将 在 以 
后 补 出 . 

下 述 定理 1 和 定理 2 我 们 不 加 诈 明 ， 这 两 个 定理 都 可 以 直接 
由 定义 得 出 , 而 在 定理 工 的 情形 , 划 需 要 一 些 十 分 简单 的 计算 。 

定理 1。 设 f 和 g 是 可 积 画 数 ,a 和 有 是 实数 , 则 


frre duof fdrute fa ae. 
定理 2。 设 三 是 几乎 处 处 非 氮 的 可 积 画 数 ， 则 


rae>o， 
定理 5， 设 和 和 8 是 可 积 画 数 , 并且 几 平 处 处 有 jg 则 
Jra>aw 


证 明 。 对 fg 应 用 定理 2 井 在 定理 1 中 含 c= Lp= -1 1 
定理 4， 设 三 和 是 可 职 西 数 , 则 
f irrelar <f fidut fielae. 
证 明 。 在 定 香 3 中 ,将 f 换 为 |fl+ |g|,g 换 为 |f+gl。1 
定理 5。 设 f 是 可 积 囊 数 , 史 
[fal<fi a 
证 明 。 首 先 对 | 有 和 Jf 然后 对 | 用 和 一 f 应 用 定理 3。 | 
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定理 6。 设 f 是 可 积 画 数 ,a 和 是 实数 ,是 一 个 可 测 集 ,并 
且 对 平 互 中 每 一 个 工 有 cc) 入 则 


cu(B)< f ar<buE). 


证 明 。 定 理 中 主要 的 假设 条 件 可 以 表 汶 a 和 和 fys 委 8 Xk， 因 
此 在 5)<co 的 场合 下 定理 的 结 芥 可 由 定理 3 得 出 。 如 果 CE) 
一 99, 可 以 直接 应 用 可 积 性 的 定义 。 站 

设 了 是 一 个 可 积 画 数 , 对 于 每 一 个 可 测 集 瓦 合 


7(B)= 人 ra 


期 集 画 数 ” 称 为 了 的 不 定 积分 . 

定理 7. 训 了 是 几乎 处 处 非 提 的 可 积 画 数 ， 则 也 的 不 定 积 分 
是 单调 的 。 

证 明 。 如 果 巨 入 是 两 个 可 测 集 产生 ACF， 遇 几乎 由 处 有 
XEf 忆 Xe 了 利用 定 吾 3 就 得 到 本 定理 的 鱼 论 。 | 

姐 ”是 定义 在 测度 空间 (X, S, 1 中 全 体 可 测 集 类 .上 的 有 限 值 
集落 数 。 如 果 对 于 每 一 个 正 数 8 存在 正 数 6， 使 得 对 于 每 一 个 满 
足 关 系 式 LCE)<6 的 可 浏 集 五 有 |*(E)|< 过 2， 则 称 ? 是 息 对 连 太 
的 ， 

定理 8。 可 各 各 数 的 不 定 积 分 是 绝对 这 姜 的 . 

证 明 。 如 果 c 是 大 于 | | 的 一 切 值 的 任意 正 数 ,上 则 对 于 每 一 个 
可 测 集 五, 我 们 有 


[ffa|< oa). 1 


_ 定理 9 可 积 囊 数 的 不 定 积分 具有 可 列 可 加 性 。 

证 明 。 如 果 了 是 测度 为 有 限 的 可 测 集 瑟 的 特征 画 数 ， 旭 了 的 

不 定 积分 的 可 列 可 加 性 问题 就 是 /在 五 的 全 体 可 测 子 集 类 上 的 

可 列 可 加 人 性 间 题 。 如 果 了 是 任意 的 可 积 简单 画 数 ， 则 可 以 表 为 
有 限 个 特征 画 数 的 线性 粗 合 , 定 至 于 是 得 证 。 上 
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设 了 和 g 是 可 积 画 数 ， 我 们 定义 f 和 g 之 间 的 距离 PC(f,g) 邵 


pl(f,g) =/\r-s) du. 


“距离 "这 个 名 称 对 于 画 数 p 来 骂 , 除 去 一 个 性 质 以 外 , 在 其 他 各 方 
面 都 是 名 符 其 实 的 。 下 面 这 些 性 质 显 然 成 立 ; 

Plf,f)=0, plfsa)=plg,f), pf 8) Ppp,h) +p(h, 8). 
但 当 pCf,g)==0 时 却 不 一 定 有 f=g，。 例 如 ， 当 两 个 可 积 画 数 几 乎 
处 处 相等 时 ， 它 们 之 间 的 距离 就 可 以 为 零 。 这 种 现象 我 们 在 下 面 
还 要 详 灯 地 加 以 讨论 . 

(4) 如果 两 个 简单 柄 数 中 有 一 个 是 可 积 的 , 则 它们 的 乘积 也 是 可 积 的 . 

(2) 设 E 和 是 具有 有 限 测 雇 的 可 测 集 ， 则 P (XE, Xp) 二 LCEAF) 
( 贿 看 9.4 和 22.7). 

(3) 设 (X, S, J) 是 具有 勒 具 格 测 诬 的 单位 阴 区 损 。 对 于 天 中 任意 一 个 
固定 的 点 x0, 全 wv(E) 二 Xg(x0)， 和 集团 数 y 是 不 是 净 对 连 粮 的 ? 

(4) 宙 v 是 定义 在 测度 空间 (X,S, 几 ) 中 公休 可 测 集 类 上 的 稳 对 连 迷 集 一 
数 , 划 对 于 每 一 个 满足 关系 式 KE) 一 0 的 可 测 集 局 有 v(E)=0. 

(5) 误 羡 是 由 有 限 个 点 粗 成 的 至 有 限 测 度 空 间 ， 央 定义 在 天. 上 的 任何 
实 依 可 测 西 数 是 可 积 简单 画 数 ; 对 于 这 种 函数 求 说, 积分 的 一 切 性 质 都 化 为 
有 限 和 的 性 质 . 


824. 可 积 简单 画 数 列 


在 本 节 中 ， 我 个 仍 假定 所 考虑 的 是 一 个 固定 的 测度 宏 间 
(SO ， 井 旦 楼 炉 将 “简单 画 数 ?简称 为 “ 画 数 "。 因 为 在 本 节 中 所 
用 的 翁 部 方法 (只 有 一 个 例外 , 就 是 定理 4 的 证 明 中 最 后 一 部 分 ) 
都 建立 在 上 节 的 娃 论 上 ， 所 以 当 我 们 以 后 围 入 一 般 可 积 瑞 数 的 计 
论 时 , 本 节 的 儿 个 定理 ， 不 窗 是 定理 本 身 的 叙述 或 是 它们 的 证 明 ， 
都 保持 不 变 ， 

识 {f} 是 一 个 可 积 画 数列 如果 当 nn 和 m00 时 ， 
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PC 太太 一 一 0， 
则 称 { .万 } 是 平均 基本 的 . 
定理 1]. 平均 基本 的 可 积 函 数 烈 {. 记 } 是 仗 测度 基本 的 。 
证 明 。 对 于 任意 固定 的 正 数 6 合 
Em= {2: |fn CT) ~— fnCT) | >8}, 
划 


po 有 一 由 记 - 启 | 本 六 - 记 ap， 


因此 , 当 寻 和 和 ->co 时 ,KGCEooD->0。 生 
定理 2， 吉 { 万) 是 平均 基本 的 可 积 画 数 烈 ， 并 设 纪 是 态 的 
不 定 积 分 ;0 一 1 2 …， 则 对 于 每 一 个 可 调集 EE 
7(E)=—lim, r, CE) 
邦 在 , 代 且 ”是 具有 可 列 可 加 性 的 有 限 值 集 务 数 ， 
证 明 。 当 和 ->00 时 ， 


J CE) —rn(E) </ [fa —faldu—>0, 


因此 ,极限 *vCE) 的 存在 性 ,有 限 性 和 一 发 性 都 是 很 明显 的 ; 同时 也 
可 以 看 出 ;，»” 具 有 有 限 可 加 和 性。 现在 设 {5,} 是 不 相交 可 测 集 的 一 
个 斤 列 , 它 的 和 集 是 忆 旭 对 于 任意 一 对 正 整数 4 和 名 我 们 有 


大 
PE) — YE) SE) CE)|+ 


此 
+ lonCE)— Dr ED tr UEE) "CU LE) |. 


当 充分 大 时 ,上 式 右 端 第 -“ 项 和 第 三 项 可 以 为 任意 小 ,对 于 半 分 
大 的 固定 的 z2 当 《 充 分 天时, 第 二 项 也 可 以 为 任意 小 。 这 就 诗 明 
了 


起 oo 
"BE)=lims Dr (BE) = "(EB), i 


一 | 
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设 {7,} 是 定义 在 全 体 可 测 集 类 上 的 有 限 值 集 责 数列 。 如 果 对 
于 每 一 个 正 数 8 存在 正 数 6, 使 得 对 于 每 一 个 满足 关系 式 4(E) <6 
的 可 测 集 五 井 对 于 每 一 个 正 整数 ,有 |?,《E) |<E, 旧称 {Ys) 的 备 
项 是 一 致 秀 对 连 精 的 . 

定理 5， 训 {f} 是 平均 基本 的 可 积 画 数列 ,并 敲 f 的 予定 积 
分 是 2,,n 一 1,2,.…, 虽 集 画 数 ww 是 一 致 绝对 连 缠 的 ， 

证 明 。 设 8>0; 选 取 正 整数 no 使 当 7c210, m7, 有 


€ 
ff fnla rs 


并 设 6 是 一 个 正 数 使 得 对 于 每 一 个 满足 关系 式 4(E)<6 的 可 测 集 
世 有 . 


€ 
ft |du<， n=1,2,.…, 0 


(参看 823 定理 8 )。 如 果 五 是 满足 关系 式 4LCED)<5 的 一 个 可 测 
集 莽 旦 2<zo, 旭 
[2 
对 于 同一 个 也 如 果 z>rz, 则 
rE Sf ffolartf wance 工 
下 面 这 个 定理 对 于 一 般 的 可 积 责 数 并 不 是 特别 重要 的 ， 因 此 
定理 的 叙述 和 媳 明 都 只 限于 简单 夯 数 的 情形 。 
定理 4。 讽 {f,} 和 {g) 是 十 个 平均 基本 的 可 积 简单 年 数列 
宅 们 仗 测度 收 伍 到 同一 个 可 测 画 数 户 如 果品 和 js 分 别 是 户 和 
gn 的 予定 积分 ;n= 二 1,2,.…, 拓 且 对 于 每 一 个 可 测 集 羽 令 
rE)=lim, rE), ME)=lim, h(E), 
则 集 画 数 ? 与 恒 等 。 
证 明 。 因 为 , 对 于 每 一 个 80， 
Es,={7x: (CD 一 gz 2}C 
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ciz: [f(D AD >s Ur: lf gr) |>2) 


所 以 lm (Ew) 二 0。 因 此 ， 如 果 忆 是 一 个 测度 为 有 限 的 可 测 集 ， 
则 在 关系 式 


CE LE A 


+ 人 le [du 
中 ; 右 端 第 一 项 不 超过 64(E); 而 根据 定理 3 中 证明 的 一 致 攀 对 圳 
苇 性 , 当 x 充分 大 时 ,. 上 式 右 端的 另外 两 项 都 可 以 为 任意 小 。 于 是 
lim, [rn (E)—h, CE)|=0, 
从 而 ?CE)=%(E)。 又 因 ” 和 都 具有 可 列 可 加 性 ,因此 对 于 每 一 
个 具有 o- 有 限 测度 的 可 测 集 ,我 们 有 rvCE) =1(E). 
f 和 gw 都 是 简单 夯 数 ， 它 们 之 中 的 每 一 个 是 借助 于 某 一 个 
集 类 而 获得 定义 的 :这 个 集 类 是 具有 有 限 测 度 的 可 测 集 的 有 限 类 。 
如 果 丽 是 这 些 集 类 中 一 切 集 的 任 集 , 则 画 是 一 个 具有 o- 有 限 测 
度 的 可 测 集 。 因 此 , 对 于 每 一 个 可 测 集 羽 我 们 有 
aCE— Eo) = (E— Eo) =0, 
从 而 有 *(E 一 到 ) XC(E 一 Bo) 二 0。 由 此 即 得 ?CE)=v (EN Eo) 和 
XCE) ==XCEN ), 定理 于 是 得 证 。 上 
(1) 从 体 可 积 简单 范 数 所 成 的 集 对 于 距离 P 而 悍 是 否 形成 一 个 完备 度 
量 空 闻 ? 
(2) 沿用 定理 2 的 记号 ,如 果 {En} 是 不 相交 可 测 集 的 一 个 叙 列 ， 则 航 数 


oo 


 ，(Eo) 是 万 对 收 狱 的。 (提示 : 这 个 圾 数 是 无 条 件 收 合 的 .) 


天 一 1 


825. 可 积 画 数 


设 了 是 定义 在 测度 空间 (2S 所- 区 和 卑 处 处 有 限 的 可 测 醒 数 ， 
如 果 存 在 平均 基本 的 可 积 简单 画 数 列 {f%}， 这 个 画 数 列 候 测度 收 
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伍 到 户 则 称 是 可 积 的 。 我 们 称 
lm | Pd 
为 了 的 积分 , 用 记号 
[rwadrcy 或 ra 


表示 。 由 $24 定理 4 (会 = UN(CAD)) 可 知 , 了 的 积分 的 值 是 唯 
一 确定 的 , 与 定义 中 {f,} 的 选择 扰 关 。 又 出 824 定理 2 可 以 看 出 ， 
积分 的 值 总 是 有 限 的 ; 这 一 点 是 应 该 特别 加 以 注意 的 。 根 据 平 均 
基本 和 依 测度 收 伊 的 简单 性 质 , 不 难 验 证 ， 可 积 画 数 的 秀 对 值 ， 任 
意 常数 与 可 积 画 数 的 乘积 ， 以 及 两 个 可 积 醒 数 的 和 都 基 可 积 西数 ， 
关系 式 


f+= 了 (f+f) 和 td 


识 明 , 如 果 f 是 可 积 的 ,上 则 f/f?* 和 广 都 是 可 积 的 . 

- 融 瑟 是 一 个 可 测 集 ,{ 户 } 是 一 个 平均 基本 的 可 各 简单 画 数列 ， 
寺 且 {所} 依 测度 收 全 到 可 积 丙 数 则 很 容易 看 出 ， 画 数列 (xg,》 
也 是 平均 基本 的 ， 并 且 它 依 测度 收 做 到 XEf。， 我 们 定义 f 在 E 上 
的 积分 如 下 : 


f far 1 Xsf dp. 


我 们 全 沟 提 及，8823 和 24 中 庄 定 理 (除去 $24 定理 4 以 外 ) 
对 于 一 般 的 可 积 画 数 都 成 立 ; 但 我 们 只 在 可 积 简单 画 数 的 情形 下 
证 明了 这 些 定理 。 现 在 将 这 些 定理 的 证明 补 出 。 

823 定理 工 和 2 可 以 直接 从 极限 的 简单 性 质 得 出 . $23 定理 83 
至 7 由 823 定理 2 推出 它们 的 证 明 逐 字 逐 句 地 保持 不 变 。 

下 面 证 明 823 定理 3 关于 不 定 积分 的 绥 对 达标 性 。 设 {./) 是 
一 个 平均 基本 的 可 积 简单 画 数 列 ， 井 设 {LJ 依 测度 收敛 到 可 积 两 
数 人 对 于 每 一 个 可 测 集 已 我 们 有 
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fr < | etre + ft 


因为 是 简单 丙 数 ，$24 定理 3 中 关于 一 至 相对 连 各 性 的 烙 认 可 
以 用 来 欢 明 , 当 五 的 测度 充分 小 时 ,上 式 右 端的 第 一 项 可 以 为 任意 
小 ,由 sf dr 的 定义 , 当 ->o0 时 ， 上 式 寿 映 第 2 项 趋向 0; 于 是 
823 定 吝 8 证 明 完 时 . 

不 定 积分 的 可 列 可 加 性 的 证 明 更 为 简单 沿用 上 一 段 的 计 
号 ,因为 ,是 简单 丽 数 ， 所 以 直接 应 用 824 定理 2 就 得 到 823 定 
还 9 的 结 苍 。 

824 定理 1 至 3 的 攻 明 建立 在 823 中 谐 定理 的 灶 论 -上 , 而 不 
依 业 于 这 些 精 获 的 证 明 。 因 此 , 对 于 一 般 的 可 积 西数 , $24 定理 1 
至 3 成 立 . 8823 和 24 中 雍 定 理 的 证 明 至 此 双 部 完成 . 

股 (万 ) 是 一 个 可 积 画 数列 , 7 是 一 个 可 积 西数 ， 如 果 当 myoo 
时 ， 


Pf) = 1 fid —>0, 


则 称 { 7 } 平 均 收 笋 到 六 下面 是 有 关 这 个 酸 念 的 第 一 个 定理 ， 这 
个 定理 本 身 的 叙述 以 及 它 的 证 明 都 和 824 定理 工 十 分 类 位 。 

定理 1。 设 可 积 画 数 列 {f,} 平均 收 煞 到 了 则 { 所} 依 测 度 收 
做 到 了 

证 明 。 对 于 任意 固定 的 正 数 2 合 

Es={z: |fn Co ~—f(z) |>8), 
则 
ff-fas> /fafadrenE,), 

因此 , 当 w-yco 时 ;wCEAD -20。 

定理 2 设 是 一 个 儿子 处 处 提名 的 可 积 画 数 ， 则 /fd 


的 必要 和 充分 条 件 是 ;J 一 0 几乎 处 处 成 立 。 
证 明 。 如 果 f=0 几乎 处 处 成 立 , 则 每 项 恒 等 于 零 的 沙 数 列 就 
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是 一 个 在 均 基本 的 可 积 简单 函数 列 ， 间 且 这 个 责 数 列 依 测度 收敛 
到 户 因 此 ,|fdu 一 0， 更 在 证明 小 命题 ， 我 们 看 出 ,如果 {f) 是 一 
个 下 均 基 本 的 可 积 简单 丽 数 列 , 并且 {了 ,} 依 测度 收敛 到 有 划 我 们 
可 以 假定 /之 0, 因为 我 们 可 以 将 广 找 为 |f,|。 由 假说 条 件 | /du 
一 0 得 到 lim, | /du 一 0， 这 就 是 鹏 ，{f,) 平均 收 合 到 0， 根据 害 
理 1 { 亡 } 傅 测度 收 合 到 0; 因此 , 由 $22 定理 3, /==0 几乎 处 处 成 
立 。 | 
定理 3。 设 是 一 个 可 积 画 数 , 巨 是 一 个 测度 为 堆 的 集 , 基 


f far=o. 

证 明 。 因为 广 fdu=/xef dr， 又 因为 具有 需 测 度 之 集 的 特征 
西数 几乎 处 涉 为 堵 , 根据 定理 2, 人 /av=0。 4 

定理 4。 设 了 是 一 个 可 积 田 歼 ， 字 在 可 测 集 巨 上 几乎 处 处 为 
正 ,并 设 fdu=0， 则 uCE)=0, 

证 明 。 会 到 ={z:f(z) 之 0), =: 之 ,n=1… 
按照 定 到 的 假设 条 件 ,一 古 是 一 个 测度 为 堵 的 集 , 因此 只 顷 挛 肯 
En 本 也 是 一 个 测度 为 等 的 集 ， 因 为 


o=/ JS druENF, )>>0， 


着 且 
= UP， 
由 关系 式 


uCENPY) EP uCEND,) 


即 得 定理 的 灶 答 。 | 

定理 5， 说 了 是 一 个 可 积 函 数 ， 如 果 对 于 每 一 个 可 调集 严 有 
ra 0 则 几乎 处 处 有 产 0. 

证 明 。 合 已 = {z:7(z) 之 0), 划 由 定 得 的 假 届 条 件 , 太 Azu 一 0 
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因此 , 根据 定理 4 ,五 是 一 个 测度 为 零 的 集 。 对 于 画 数 一 /进行 同 
样 的 讨论 , 就 可 以 流明 , {x:f(z) 之 0} 也 是 一 个 测度 为 震 的 集 。 量 

定理 6。 设 了 是 一 个 可 积 画 数 , 则 集 和 N(/) 一 {x:f(z) 去 0) 具 
有 o- 有限 测 度 ， 

证 明 。 设 {.f) 是 一 个 平均 基本 的 可 积 简单 画 数 列 ， 并 且 这 个 
画 数 列 依 测度 收敛 到 人 对 于 每 一 个 2 一 1, 2,…，N(f) 是 具有 
有 限 测 度 的 可 测 集 。 命 

E=NCf) ~ UzNG), 

并 设 下 是 玉 的 任意 可 测 子 集 , 则 由 关系 式 


J fant fa du=0 
FF -一 一 ? 
和 定理 5 可 知 , 在 已 上 几乎 处 处 有 六 zx0， 根 据 NG) 的 定义 , 在 
忆 上 f 尖 0, 因 此 4(E) = 二 0， 由 关系 式 
NCFIC UR-NCGA) UE 

即 得 定 至 的 辕 花 。 让 

有 的 时 候 对 于 某 种 不 可 积 的 画 数 采用 记号 /dk 是 很 有 用 
的 。 例 如 ， 若 了 是 一 个 广义 实 值 可 测 画 数 使 得 f 沪 0 几乎 处 处 成 
立 , 井 且 是 不 可 积 的 , 则 我 们 可 以 定义 


/ra=oo. 


宜 于 采用 号 /fd 的 最 一 般 的 画 数 类 ， 就 是 由 条 体 有 具有 下 列 性 
质 的 广义 实 信 可 测 画 数 了 组 成 的 类 ， 画 数 产 和 广 中 至 少 有 一 个 
是 可 积 的 。 在 这 种 情形 下 我 何 定义 


ja=/ 产 m- fr-ar. 


因为 | 产 灾 和 | 广 加 二 数 中 最 多 只 有 一 个 为 天 肾 ， 所 以 /fa 的 
值 只 可 能 是 +co, 一 00, 或 有 限 的 实数 , 而 不 会 出 现 没 有 意义 的 不 
定式 co 一 co。 今 后 我 们 将 用 到 这 种 广义 的 积分 概念 ， 但 是 “可 积 
画 数 "这 个 术语 仍然 保持 它 原来 的 意义 ， 
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(1) 设 革 是 由 翁 体 正 整 数 粗 成 的 空间 (例如 , 在 22.4 中 所 述 的 )， 则 定 
义 让 卫 上 的 丽 数 为 可 积 丽 数 的 必要 和 充分 条 件 是 : 科 数 了》 f(x) 阁 对 收 
名 一 | 


你 如 果 沽 足 这 个 条 件 , 则 ,7 ak 一 FoD). 


==1 
(2) 识 f 是 一 个 非 负 的 可 积 醒 数 , 草 它 的 不 定 积分 是 定义 在 全 体 可 测 集 
类 上 的 一 个 有 限 测 诬 . 
(3) 届 了 是 一 个 可 积 夯 数 , 则 对 于 每 一 个 正 数 6 
Lx: FOX)) ED 00, 
(4) 设 g 是 单 突变 数 的 连 秆 有 限 堆 贺 数 ,Fe 是 由 引出 的 勒 员 格 - 史 
带 尔 杰 测 庭 ( 寡 看 15.9)， 并 识 了 是 对 于 这 个 测度 为 可 积 的 醉 数 ， 则 积分 
wapielz) 称 为 1 对 于 g 的 惑 贞 格 - 史 幕 尔 杰 积分 ,时 为 f(x)dg (x)， 


特别 , 如 果 g(%) 三 %, 我 们 就 得 到 勒 上 格 积分 , 记 为 ” 玫 x)dx， 如 果 所 0 
是 一 个 这 燥 醒 涩 使 得 My ) 为 有 界 集 , 则 了 是 勒 只 格 可 积 醒 数 . 


826， 可 积 图 数列 
定理 1。 敦 平均 基本 的 可 积 人 简单 西数 列 {/} 依 测度 收 估 到 可 
积 画 数 友 上 则 当 n00 时 ， 
pf) = ff de—>0. 


由 此 可 园 , 对 于 每 一 个 可 积 泌 数 了 并 对 于 每 一 个 正 数 6, 存在 一 个 
可 积 简单 画 数 g 使 得 pCf,g)<E。 

不明 。 对 于 任意 固定 的 正 整 数 wz 《| 户 一 记 |) 是 一 个 平均 基 
本 的 可 积 简单 画 数 列 , 大 且 它 依 测度 收 化 到 |j 一 向。 因此 


ff dpilim, ff, fal de. 


由 面 数列} 的 不 均 基本 性 就 得 到 定 过 的 灶 渝 。 上 
定理 2 训 {//) 是 平均 基本 的 可 积 丁 数列， 则 存在 可 积 丽 数 
/使 当 1-3c0 时 有 pCHvsP)->0( 从 而 有 | 7 av-/ fd， 
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证 贡 。 根 据 定 到 1, 对 于 每 一 个 正 整数 存在 一 个 可 积 简单 
丽 数 gw 使 得 pCf,, 8 到 二 ， 因 此， 可 积 简单 丽 数 列 {g,} 是 平均 
基本 的 。 说 {g») 依 测 度 收 化 到 一 个 可 测 (因而 也 是 可 积 的 ) 西数 
f。 我 们 有 - 

os| f pa ji < ff tar=et, P< 
Ep(fns gn) +Plgnsf), 

由 定理 1 即 得 本 定 进 的 烙 葵 ， 1 

为 了 将 下 面 的 定理 用 较为 简 潜 和 直观 的 形式 表 滤 出 来 ， 首 先 
我 们 回忆 一 下 在 89 中 引进 的 集 丽 数 的 上 连 重 性 概念 。 股 ?是 定 
义 在 集 类 也 上 的 有 限 值 集 西 数 , 如 果 对 于 了 中 之 集 的 每 一 个 减 父 
列 {,} 有 lims*(Es) 一 0, 其 中 limo 忆 ,=0,， 则 称 ” 在 0 是 上 加 态 、 
的 。 现 在 股 {z>,] 是 定义 在 下 上 的 有 限 值 集 夯 数 叙 列 , 如 果 对 于 
中 之 集 的 每 一 个 减 叙 列 { 忆 其 中 lim, ,一 0, 并 对 于 每 一 个 正 数 
8 存在 正 整数 mo 使 当 wj 有 |ou( 玖 J|<8，z= 了 2 …， 划 称 
fu] 的 各 项 在 0 是 从 上 同等 连续 的 。 

定理 3。 可 积 丁 数列 {J,} 平 均 收 伍 到 可 积 画 数 y 了 的 类 要 和 讽 
分 条 件 是 :{ 万 } 依 测度 妆 繁 到 万 | 有 | (ze 一 1 2 …) 的 不 定 积分 一 至 
她 对 速 坑 着 在 0 是 从 上 同等 建 闹 的 。 

证 明 。 首 先 丁 明 条 件 的 必要 性 .因为 {f;)} 的 依 测 度 收 敛 性 和 
不 定 积分 的 一 致 彻 对 加 入 性 已 分 别 在 825 定 至 1 和 $24 定理 3 中 
得 出 , 所 以 只 须 走 明 不 定 积分 的 同等 过 炉 性 。 

人 ] 的 平均 收敛 性 讨 明 : 对 于 每 一 个 正 数 2, 存在 正 整数 z 使 


当 nn 过 no 有 


由 -ac 


根据 $823 定理 9 , 非 负 可 积 夯 数 的 不 定 积分 是 一 个 有 限 的 测度 , 由 
$9 定理 5 可 知 , 这 个 不 定 积分 在 0 是 上 连 入 的 。 设 {五 ,} 是 可 测 集 
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的 减 叙 列 ,具有 空 的 交集 , 朋 存 在 正 整数 mo 使 当 mw 之 mo 有 
€ 

fs Wanes 

和 
/ [ff [du n=1, 0 1 
Ey 
由 此 可 是 ,如 果 mr 之 mo, 则 对 于 每 一 个 正 整 数 % 我 们 有 
UAL UAC A 


这 就 是 我 们 要 证 明 的 同等 速 矿 性 。 

现在 永明 条 件 的 充分 性 。 因 为 可 列 企 具有 o 有 限 测 度 的 可 
测 集 的 余 集 是 具有 o- 有 限 测度 的 可 测 集 , 根据 825 定理 6， 

Eo= Ui{z: f(z) PO) 
就 是 一 个 具有 0- 有 限 测 度 的 可 测 集 。 设 {5。 ) 是 具有 有 限 测度 的 
可 测 集 增 叙 列 ,lim, ,一 Bo, 拓 误 术 ,一 嫩 一 En 一 1,2,…, 旧 {,}》 
是 一 个 磊 叙 列 夺 有 生 litm, ,二 0。 按照 同等 连 种 性 的 假设 ， 对 于 每 
一 个 正 数 56, 存在 正 整 数 使 得 


{llau<s, 
FR . 
从 而 有 
人 -Jolaes 人 at+ 人 Plan< 


如 果 对 于 任意 固定 的 s>0, 合 
Gun ={z: [fn(z) —f lr) |>8), 
划 


[DL PAE LAE 
SouEV Ff lfal de. 
杠 氮 { 太 ) 的 依 测 度 收 驮 性 和 下 党 积 分 的 一- 致 相 对 速 入 性 的 假说 ， 
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当 mw 和 充分 大 时 ,上 式 最 右 端 的 第 二 项 可 以 为 任意 小 , 因此 
lim supy,» | [fa fn laduEuCE,). 
Ep 
因为 是 任意 的 ,于 是 有 
lim,,, [fm—f | du=0, 
EE 


由 关系 式 
ft de=f lf) d= 


-Pd 全- 可 
可 以 看 出 ， 

lim supws 几 一 万 1a<e， 
而 5 是 任意 的 , 所 以 

A 


换 一 锯 疾 训 , 我 们 已 经 证 明了 {f} 是 在 均 基本 的 ; 根据 定理 % 存 
在 可 积 丽 数 5 使 得 {f} 不 均 收 化 到 g。 又 因为 由 平均 收 伍 性 可 以 
推出 依 测度 收 化 性 , 所 以 几乎 处 处 有 fg。 1 

下 面 这 个 定理 称 为 勒 具 格 的 有 界 收 襄 定理 . 

定理 4。 设 可 积 甸 数列 {f) 依 测 度 收 合 到 [或 几乎 处 处 收 
化 到 并 设 g 是 一 个 可 积 画 数 使 得 [fCz)|<<TgCz)| 几乎 处 处 记 
立 ,n 二 1,2,…, 则 务 数 了 是 可 积 的 , 并 且 画 数列 { 户 } 平 均 收 俭 到 刀 

证 六 。 在 {f,} 依 测度 收 钱 到 的 场合 下 ， 这 个 定理 是 定理 3 
的 直接 推 葵 , 因为 由 不 等 式 


fr ars f lela 


可 以 看 出 ， 定 再 3 中 所 要 求 的 关于 不 定 积分 的 至 部 条 件 都 是 满足 
的 ， 
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《8 玫 乎 处 处 收 伍 的 场合 , 利用 g 的 存在 性 , 可 以 化 为 依 测 度 
收敛 的 场合 ( 基 至 于 积分 可 以 取 在 一 个 测度 为 无 限 的 集 E， 参 看 
22.4 和 22.5)。 事实 上 ,不 丧失 普遍 性 ， 我 们 可 以 假定 ， 对 于 每 
一 个 ze ,不 等 式 |fn《7)| 志 lg 《7) | 和 | 所 7)| 志 |g(z) | 成 立 。 于 
是 , 对 于 每 一 个 固定 的 正 数 6, 我 们 有 


Es= Us(z:1FC 一 Km) HPC leo) 1>5}, 


从 而 有 LCE) 过 co0，n= 二 41,3, …。 按 有 照 几 入 处 处 收敛 的 假 座 ， 
pC 站 6,) 一 0; 根据 89 定理 5, 我 们 得 到 
lim supn 4({z: |fa (7) —f(7) 1>8)) < 
limy pCE,) =4 (lim, EF,)=0, 
换 一 甸 话 识 ， 局 限 子 一 个 可 积 画 数 关 且 几 乎 处 处 收 伊 的 可 积 函 数 
列 是 依 测度 收 钱 的 , 这 就 证 明了 我 们 的 定理 。 1 

CD) 对 于 范 数 17 | 一 人 71 dp 而 襄 , 由 一 切 可 积 画 激 粗 成 的 集 是 否 形成 
一 个 巴 拿 赫 空间 ? 

(2) 变 一 致 基本 的 酮 数列 {f;} 在 一 个 测度 为 有 限 的 可 测 集 世上 是 可 
积 的 ， 则 由 等 式 玫 %) 一 limn (Cx) 确定 的 求 数 在 巨 上 是 可 积 的 ， 并 有 生 当 
nc 时 i [ffl dum0. 四 

《3) 如 果 测 庆 年 于 《2 S,j) 是 有 限 的 , 则 在 定理 8 中 将 不 定 积分 同等 
违 核 性 的 条 件 除去 定理 仍 成 立 . 

(4) 号 (各 5 由 是 在 22.4 中 所 述 的 全 体 正 整数 想 成 的 空间 . 

(4a) 使 


六 ww 车 1<h<n 
0， 若 有 Kh. 
疼 数 列 { f%} 可 以 用 来 说 明 ; 在 定理 3 中 , 不 定 积分 同等 速 炉 性 的 条 件 一 般 咒 
来 是 不 能 除去 的 ， 
(4b》 上 面 这 个 例子 也 可 以 用 来 宜 明 ; 如 果 { 万) 是 一 个 一 致 收 八 的 可 积 
画 数列 ， 并 且 它 的 极限 函数 了 也 是 可 积 的 ,我们 不 一 定 有 lim, | 万 dp 一 
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=)f dk( 寡 看 (2)). 
(4c) 兮 
1 
py 二 一 
f(D=1E 车 Thn 
0, 著 忆 > 了 
酌 数 列 { nx} 可 以 用 来 移 明 ; 可 积 范 数列 如 时 是 一 致 收 煞 的 ， 它 的 极限 醒 数 不 
一 定 蚌 可 积 的 ， 
(5) 跷 寻 是 县 有 和 勒 具 将 测 度 的 单位 闭 区 戎 ， { 五 小 是 开 区 并 的 一 个 减 人 所 
列 使 得 MCEn)= 2 一 2; …。 图 数列 {nXgp,]} 可 以 用 来 说 明 : 在 定理 4 中， 
有 界 的 条 件 一 极 襄 来 是 不 能 除去 的 ， 
(6) 设 可 积 图 数列 {fn} 玉 均 收 钱 到 可 积 责 数 了 ,并 设 8 是 一 个 本 性 有 界 
的 可 测 本 数 , 则 本 数列 { 户 8 平均 收 伍 到 /5 
(7) 设 非 负 的 可 积 陋 数列 { 及 } 儿 乎 处 处 收 钙 到 一 个 可 积 丽 数 记 并 设 
Vfadp=\f dp, 和 一 了 2 
则 { 轧 } 平 均 收 短 到 大 提示: 售 @u 一 户 一 户 划 由 不 等 式 | 太一 用 委 户 + 不 
难看 四 ,0<gn- 三 f。 对 图 数列 {gm} 应 用 有 界 收 钱 定理 , 由 关 淋 式 
Naiap 一 Veran=0， 7 一 1 2 …。 
即 得 命 辐 的 桔 花 .) 


8?7， 积 分 的 性 质 


. 定理 1。 设 / 是 一 个 可 测 画 数 ,g 是 一 个 可 积 函 数 ， 并 且 儿 和 平 
处 处 有 | 了 | 二 |g|, 则 了 是 可 积 的 。 
证 明 。 分 别 考虑 了 的 正 部 和 负 部 ， 我 们 只 须 对 非 负 的 画 数 了 
证 明 本 定理 。 如 果 j 是 简单 画 数 ， 定 理 显 然 成 立 。 在 一 般 的 场 
合 下 , 对 于 X 中 一 切 的 x， 存 在 非 负 简单 画 数 的 增 叙 列 {f,} 使 得 
tim f(x) 一 fzX)。 因 为 0 所 扩 1g|, 所 以 每 一 个 是 可 积 的 , 应 
用 有 界 收敛 定理 就 得 到 本 定理 的 娃 论 。 上 
定理 < 裔 {j) 是 非 抽 广义 实 值 可 测 画 数 的 增 似 列 ， 井 ' 且 
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lm fz) = 成 四 几乎 处 处 成 立 ， 则 
lm /ae= ff au. 

证 明 。 如 果子 是 可 积 的 ， 划 烙 葵 可 由 才 界 收 化 定理 和 定理 1 
得 出 。 因 此 , 剩 下 的 只 是 要 在 是 不 可 积 的 场合 下 永明 这 个 定理 ; 
我 们 需要 间 明 的 就 是 当 / di 一 00 时 必 有 lim， 7 如 一 ooj 也 就 是 
跤 ,如果 limoj 六 如 <co) 则 7 一定 是 可 积 的 。 志 于 极限 是 有 限 的 ， 
因此 


mw {fa du— ff dp =0. 
因为 对 于 任意 圈定 的 mm 和, 隙 数 记 一 不 变 号 ,于 是 有 
[aa = -Plan 

由 此 可 见 , 夯 数 列 { /} 是 平均 基本 的 。 根 据 826 定 理 2 ,{ 户 } 平 海 
收 敏 到 一 个 可 积 画 数 g。 又 因为 平均 收敛 的 画 数列 是 依 测度 收 化 
的 , 因而 存在 一 个 几乎 处 处 收敛 到 g 的 子 叙 列 ， 所 以 产 g 几乎 处 
处 成 立 。 明 

定理 3.。 可 调 函 数 沁 为 可 积 的 必要 和 这 分 条 件 是 :| 也 是 可 积 
的 ， 

证 明 。 这 个 定理 中 需要 丈 明 的 部 分 是 : 车 | 了 | 是 可 积 的 , 则 了 
也 是 可 积 的 。 在 定理 1 中 将 5 换 为 | 了 | ,就 证 明了 这 个 事实 。 上 

定理 4. 设 f 是 一 个 可 积 画 数 ，g 是 一 个 本 性 有 界 的 可 测 画 
数 , 则 fg 是 可 积 的 。 

证 明 。 毅 1g| 过 c 几乎 处 处 成 立 , 旭 | 疡 | 委 c| 了 | 几乎 处 处 成 立 ， 
由 定理 3 即 得 本 定理 的 烙 窒 。 上 

定理 5。 设 了 是 一 个 本 性 有 界 的 可 测 务 数 ， 并 且 巨 是 一 个 只 
有 有 限 测 度 的 可 测 集 , 则 在 石上 是 可 积 的 。 

证 明 。 因 为 测度 为 有 限 的 可 测 集 的 特征 画 数 是 可 积 西数 ， 在 
定理 4 中 将 /和 8 分 别 换 为 YE 和 上 方 喜 得 到 本 定理 的 结 葵 ， 
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下 面 这 个 定理 称 为 法 都 辅助 定理 . 
定理 6。 设 {f;,) 是 一 个 非 负 可 积 画 数 列 使 得 
lim inf,, / fdu—o0, 
则 由 等 式 
fz) =lim inf, fC) 
确定 的 画 数 了 是 可 积 的 , 攻 且 
fautim int,, [fd1. 
证 明 。 合 gu(7) =inf{fi(z) :ni<o00), 旧 gs 二 f, 井 且 画 数 
列 {ga} 是 省 增 的 ， 由 于 
/ax < {far 
我 们 有 
lim, f ,du <lim inf， f f ,du<o0. 
又 因为 fm gn (2z) 一 lim inf; f(z) 二 f(z)， 由 定理 2 可 知 ，f 是 可 
积 的 ,并 且 
ff dubim, f gr dSlimint, {fd .1 
(1) 设 f 是 一 个 可 测 豆 数 ，g 是 一 个 可 积 醒 数 ，a 和 8 是 两 个 实数 使 得 
a 三 f(x) 志 6B 几乎 处 处 成 立 , 则 存在 实数 Y,a<<Y 三 8, 使 得 
\fial dp=Y lalan. 
(提示 : 
adlgldn <)flalan ele Ld.) 
这 个 猪 果 称 为 积分 的 中 值 定理 . 
(2) 设 { 记 } 是 一 个 可 积 丽 数列 使 得 


Dil ape, 


大 一 1 
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则 季 数 了 ,fC 几乎 处 处 收 化 到 一 个 可 积 丽 数 记 并 且 
n=] 


om 


\far= far. 


#4=1 


(提示 : 对 于 圾 数 了》 f(x)| 的 部 分 和 所 成 的 画 数 列 应 用 定理 2 ， 并 利用 下 


m=1 


述 事 实 : 收敛 性 是 移 对 收敛 性 的 必要 条 件 .) 
(3) 设 f 和 所 是 可 积 陋 数 ,14 二 1,2,…， 并 量 ]fz(x)) 壹 1fCx)| 几 竹 处 处 
f*(x)=limsupafn(x) 和 户 ( 访 一 limninfo 户 (z) 
确定 的 本 数 太 和 J。 者 是 可 积 的 , 并且 


Wan>lim supn |frdp >lim int( fadp > far. 


(提示 :分别 考 虚 f 的 正 部 和 负 部 , 首先 将 一 般 的 场合 化 为 户 为 非 负 的 蝎 
合 ; 然后 对 {二 fr} 和 {了 一 fm} 应 用 法 都 辅助 定理 .) 

(4) 要 使 得 可 测 酌 数 了 在 一 个 测度 为 有 限 的 可 漳 集 互 上 是 可 积 的 ， 必 
须 而 且 只 须 极 数 


BuENtx: |fC)| 三 他) 


n==1 
收敛 (提示 : 应 用 阿 倍 尔 的 求 部 分 和 的 方法 .) 如 果 jC(E) 二 00 或 在 上 式 中 
从 2 二 0 开始 取 和 数 , 我 们 可 以 得 到 甚么 精 葵 ? 
(5) 设 {E} 是 一 个 可 淹 集 领 列 ，? 基 任 意 固 定 的 正 整 数 ,并 嗣 G 是 由 
一 切 具 有 下 列 性 质 的 点 Y 组 成 的 集 ， 至 少 有 了 个 En 包含 %*。 期 G 是 一 个 
可 测 集 ,并 且 


mu(G)S DY nFEn). 


Lt 


(提示 : > CdL(%).) 


2 二 1 


(6) 俩 了 是 定义 在 公有 限 测度 空间 (和 S, ww) 上 的 有 限 值 可 测 醒 数 ,并 合 
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Sh _& 
So 5 nl “ 2 


开 十 卫 
)， 7 一 荆 2 


则 等 式 

| f du=limn Sn 
按照 下 述 意义 成 立 : 如 果 了 是 可 积 的 , 则 每 一 个 级 数 Sw 是 稻 对 收 伍 的 ， 禄 限 
存在 ,并且 极限 值 等 于 积分 值 ; 反之 ， 如果 航 数 Sn 和 
让, 《提示 ; 只 须 在 f=>0 的 场合 下 诈 明 这 个 命题 . 
hk 


若 <S k=0,1, 2, 
fn(l#)= 9? . 
0， 车 f= 0, 
然后 应 用 定理 2， 反面 的 命题 可 以 妹 明 如 下 : 由 关系 式 
f(x)<2fn(x) FCX) 


可 以 看 出 , 了 是 可 积 的 , 因而 可 以 应 用 上 面 所 述 的 命题 .) 
(7) 下 面 所 述 是 接近 积分 构 念 的 另 一 种 常用 的 方式 .。 设 f 是 定义 在 测 
度 室 轩 (X SA) 上 的 非 负 可 积 函 数 。 对 于 每 一 个 可 测 集 五, 使 
al(E)=inf{f(2) :re E); 
大 对 于 不 相交 可 测 集 的 每 一 个 有 限 类 C 一 { 瑟 0 ;Eu 命 


s(CO=》， a Ei) nm(E). 


2 一 1 
我 们 断言 : 一 切 形 如 s(C) 之 数 的 上 ` 确 界 就 是 47 ak， 事 类 上 ;如果 了 是 简 
单 画 数 , 则 精 给 显然 成 立 。 在 一 般 的 场合 ,如 果 了 不 一 定 是 一 个 简单 醒 数 , 设 


i=1 


是 一 个 非 负 简单 丽 数 使 得 g 筷 /， 合 8g 二 记 aoXss 开 合 C 一 {EL*…,En)， 
则 
Ve dr= Dont Ed)< DolE)ntB) se), 
i=1 


i=1 
由 此 可 网 ,如果 {gx} 是 非 负 储 单 栈 数 的 一 个 增 氢 列 , 着 且 这 个 叙 列 收 做 到 卢 
如 有 
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lima\g; du<<sup SCC)， 
从 而 有 
\f ap<sup s(C). 


另 一 方面 ,因为 SCC) 是 茶 一 个 具有 上 壕 性 质 的 简单 阔 数 8 的 积分 , 所 以 对 于 
每 一 个 C, 我 们 有 


ss(C)<\f adr. 
(7a) 站 (7) 中 所 得 到 的 业 果 能 不 部 推广 到 不 可 积 非 负 丽 数 的 场合 ? 
(7b) 设 f 是 定义 在 全 有 限 测度 空 间 (XX， S, 从) 上 的 可 积 图 数 ， 开 设 它 的 
分 布 图 数 g 是 连锁 的 (参看 18.11), 则 
7 CH 一 \ zdgC); 
( 戎 看 25.4)，( 提 示 : 假定 f 宇 0. 若 虑 上 式 中 两 个 积分 的 * 积 分 和 ”s(C) 并 利 
用 (7).) : 


第 六 章 


一 般 的 集 子 数 


8$28. 广义 测度 


在 本 章 中 ， 我 们 将 研究 一 种 不 很 复杂 但 很 有 用 的 广义 测度 概 
念 ; 以 前 引进 的 测度 和 我 们 现在 要 讨 获 的 集 丙 数 之 阅 的 主要 区 
别 , 就 在 于 后 者 不 限定 基 非 负 的 . 

. 设 S 是 由 集 X 的 子 集 组 成 的 一 个 呈 环 ， 上 1 和 42 是 定义 在 S 
上 的 两 个 测度 。 如 果 对 于 S 中 每 一 个 集 思 全 LC(E)=W1(E)+ 
H2(E), 旧 显然 & 是 一 个 测度 ; 同时 可 以 看 出 ， 对 于 有 限 个 测度 之 
和 的 场合 ， 这 个 娃 葵 也 成 立 。 此 人 外， 将 一 个 测度 乘 以 任意 非 负 的 
常数 ,也 可 以 获得 新 的 测度 。 精 合 上 述 两 种 方法 , 我 们 得 到 下 面 的 
娃 论 : 如 果 {&o …:#x} 是 有 限 个 测度 的 集 ，{co …, co} 是 非 负 实数 
的 有 限 焦 , 旭 定 义 在 S 上 由 等 式 


Ld 


u(E)= >》 olE) 


伴 定 的 集 画 数 上 是 一 个 测度 . 

如 果 我 们 万 妊 系 数 oi 可 以 是 负数 , 则 情况 就 大 不 相同 了 。 例 
如 , 设 贞 和 x2 蚌 SJ 上 的 两 个 测度 ,如 果 合 LCE) 二 (EE) 一 La(E)， 
我 们 就 会 碰见 两 个 新 的 问题 . 第 一 , 对 于 某 些 集 ,4 可 能 取 负 的 值 ; 
事实 上 , 这 不 但 不 是 一 个 严重 的 间 题 , 井 且 还 是 一 个 值得 研究 的 有 
趣 的 现象 .第 二 , 对 于 某 些 集 包 可 能 发 生 11(E) 二 kaCE) 一 co, 这 
时 LCE) 没 有 意义 ;在 我 们 开始 研究 以 前 ， 这 是 首先 需要 加 以 解决 
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的 一 个 问题 . 

为 了 避 旭 不 定形 的 出 现 , 我 们 规定 ,只 有 当 两 个 测度 中 至 少 有 
一 个 是 有 限 测度 时 ， 这 两 个 测度 玫 能 相 成 。 这 种 规定 和 我 们 以 前 
对 某 种 不 可 积 画 数 采 用 记号 /fd 的 情形 十 分 相似 (我 们 记得 ,对 
于 一 个 可 测 夯 数 态 /了 di 有 定义 当 而 且 只 当 画 数 疡 和 六 二 者 
中 至 消 有 一 个 是 可 积 夯 数 时 ; 也 就 是 讽 , 当 而 且 只 当 自 等 式 

“B= fa 和 rE)=f fa 

确定 的 两 个 集 画 数 ?* 和 二 中 至 少 有 -一 个 是 有 限 测度 时 ) 。 我 们 还 
可 以 进一步 发 现 它 何 的 类 似 之 点 ， 如 果 了 是 一 个 可 测 醒 数 使 得 
ar 有 有 定义, 则 由 等 式 


"BE) = fa 
确定 的 集 丽 数 » 是 两 个 测度 之 差 。 

”上 泥 花 点 已 构 充 分 地 网 明了 下 面 的 定义 。 训 4 是 定义 在 可 测 
空间 (CX, S) 中 怒 体 可 测 集 类 上 的 广义 实 值 集 画 数 ， 具有 可 列 可 加 
性 , 4C0) = 0, 并 且 4 在 +co 和 一 0 一 值 中 至 多 只 能 取得 一 个 值 ， 
旭 称 4 为 广义 测度 . 

我 们 注意 到 ， 广 义 测度 4 的 可 列 可 加 性 条 件 隐 含 着 下 面 的 性 

质 : 对 于 任何 不 相交 可 测 集 斤 列 {E,}), 级 数 


> HCE) 


=! 


的 和 疮 具有 有 信 定 的 意义 , 也 就 是 襄 , 级 数 或 者 是 收 钙 的 , 或 者 发 散 
到 二 co 或 一 co。 

关于 测度 的 术语 , “[ 健 有限" 和“[ 全 ]c- 有 限 ", 可 以 同样 用 之 
于 广义 测度 , 但 在 定义 中 必须 将 LCE) 换 为 ia(BE) 也 就 是 识 , 将 
HA(E)<co 换 为 一 co<A(E)< 二 co。 例如， 广义 测度 4 称 为 公有 
限 的 ,如果 及 可 测 间 和 且 |u( 玉 ) |<co.， 

在 以 下 的 讨论 中 , 我 们 将 要 古 明 , 每 一 个 广义 测度 可 以 表 为 两 
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个 测度 之 差 。 如 果 这 个 结论 能 够 获得 诈 明 ， 我 们 就 可 以 首先 在 一 
个 环 上 定义 广义 测度 的 构 念 , 然后 试图 将 它 扩 张 , 正如 同 测度 的 扩 
张 一 样 ; 但 是 我 人 立 列 就 会 发 现 ,这 不 过 是 波 费 时 间 而 已 ,因为 每 
一 个 广义 测度 的 扩张 天 题 可 以 化 为 通常 测度 的 扩张 间 题 。 

如 同 在 测度 的 妃 合 一 样 , 册 广 义 测度 的 定义 可 知 , 广义 测度 具 
有 有 限 可 加 性 , 因而 也 具有 可 减 性 。 

定理 1。 说 4 是 一 个 广义 测度 ,五 和 太 是 两 个 可 测 集 使 得 

ECF 和 I4(F)1<%, 

则 luCE)1<o0. 

证 明 。 我 们 有 


uF)=uF— E)+u(E), 

上 上 式 右 端 中 如 果 恰 好 有 一 项 为 扰 限 , 则 (有 ) 也 为 然 限 ; 如 果 两 项 
均 为 狠 限 ,上 朋 因 上 4 在 +co 和 一 co 二 值 中 至 多 只 能 取得 一 个 值 , 所 以 
或 者 是 LF 一 E) 一 4(E) 一 00, 或 者 是 CF 一 E) 一 LC(E) 二 一 00, 因 
此 4( 玉 ) 仍 汶 扰 限 。 由 此 可 齿 ， 上 式 右 端 两 项 都 是 有 限 的 ; 这 就 襄 
明了 ; 如 果 一 个 集 具有 有 限 的 广义 测度 , 则 它 的 每 一 个 可 测 子 集 都 
具有 有 限 的 广义 测度 。 和 

定理 2 设 L 是 一 个 广义 测度 ,{E,} 是 一 个 不 相交 可 测 棵 氢 
列 合 得 [EC 寻 2- 思 ,) | 过 00， 则 极 数 也 LCE,) 绝 对 收 但。 

n=! 

证 明 。 会 
E， 营 (E,) 之 0， 
”tl0， “车 x(E,)<0， 
_yEs， 车 4(E,)<<0， 
to, 车 4(E,) 之 0 
则 有 


CU®L ED = Et) 
Lt | 
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uC UL ED)= DuE2). 


考虑 上 面 二 式 右 端的 两 个 级 数 。 由 于 每 一 个 圾 数 的 各 项 都 保持 相 
A 在 十 co 和 一 co 一 值 中 至 多 只 能 取得 一 个 值 , 因此 
两 个 般 数 中 至 少 有 一 个 是 收 敏 的. 但 是 这 两 个 帮 数 的 和 是 收 化 


般 数 二 wy， 因而 两 个 下 数 都 是 收 佑 的 。 叉 因为 上 列 正 项 航 数 
和 和 负 顶 级 数 的 收敛 性 扰民 于 Eu,) 的 移 对 收 伊 性， 定理 于 是 


证 明 完 时。 上 

定理 3， 褒 上 是 一 个 广义 测度 , {EE,} 是 可 调集 的 一 个 单调 叙 
列 ,在 {EK} 是 通 减 的 场合 并 褒 至 少 有 的 一 个 信和 能 使 IKCE,) 1 过 00， 
则 

Llim, E,) =lim, u(E,). 

证 明 。 在 {5,) 是 小 增 的 情形 , 定理 的 证 明和 $9 定理 4 的 永明 
相同 (将 {E,} 换 为 不 相交 的 集 斤 列 {E, 一 -1)); 在 { 五 ,是 于 减 的 
和 情形, 可 以 利用 余 集 的 运算 化 为 泌 增 的 情形 (参看 89 定理 外, 但 
此 时 必须 应 用 定理 1 识 明 ， 在 证 明 的 过 程 中 出 更 的 减 式 是 有 限 
的 ， 上 

(1) 两 个 1 侈 ]o-- 有 限 测 广 之 和 是 [ 双 ]o~ 有 限 测 度 . 这 个 命题 对 于 无 限 
项 和 的 场合 是 否 成 立 ? 

(2) 对 于 可 测 空间 中 每 一 个 可 测 集 为 定义 CE)==M (BE)+i jE)， 
其 中 zw 二 了 pw 和 jm 是 在 本 节 所 述 意 义 下 的 两 个 广义 测 底 ， 划 称 人 是 定 
义 在 从 体 可 测 集 类 上 的 一 个 复 测度 ， 定 理 1 至 3 对 于 复 测 度 是 否 成 立 ? 

(3) 如 果 广 义 测 度 pu 可 以 按照 两 种 方式 表 为 两 个 测度 之 差 ; 

[sid 4 M0) Lv1— vy 
则 是 否 一 定 有 jw 二 vi 和 二 v9? 
(4) 广义 测 庆 在 +09 和 一 9 二 值 中 到 多 只 能 取得 一 个 值 ,这 个 性 质 可 以 
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从 可 列 可 加 性 的 条 件 推出 . 〈 提 示 : 假定 CE)==00, pw《(F) = 二 一 口 。 考 虚 关 
了 汲 式 
uM(E)=u(E—F)+uENF), 
NF)=u(F—E)+u(ENF) 
和 
LCEAF)—=n(E~—F)+u(F—E); 
这 三 个 等 式 的 右 端 至 少 有 一 个 是 不 定形 ,) 


829， 险 恩 分 解 和 知 当 分 解 


订 4 是 定义 在 可 测 空 闻 (X, S) 中 至 体 可 测 集 类 上 的 广义 测 
度 , 并 家 玉 是 一 个 集 ， 如 果 对 于 每 一 个 可 测 集 下, EN 下 可 测 井 和 且 
KCEN 丰 ) 守 0, 则 称 玖 (对 于 站 是 一 个 正 集 ; 类 似 地 , 如 果 对 于 每 一 
个 可 测 集 EN 下 可 浏 关 且 4CEN 下 ) 0, 划 称 EE( 对 于 /是 一 个 
负 集 。 按照 这 种 意义 , 空 集 是 正 集 同 时 也 是 负 集 ; 除 此 而 外 , 我 全 
不 再 肯定 任何 其 他 正 集 或 负 集 一 定 存 在 . 

定理 1。 讼 4 是 一 个 广义 测度 ， 则 存在 也 相交 的 两 个 集 和 和 
B, 使 得 A4UB= 尺 ,并 使 得 A 对 于 4 为 正 集 ,B 对 于 4 为 负 集 . 

我 们 称 集 4 和 B 形成 天 对 于 4 上 的 一 个 哈恩 分 解 . 

证 明 。 因 为 上 在 十 co 和 一 co 一 秆 中 垩 多 只 能 取得 一 个 值 ， 所 
以 我 们 可 以 假定 , 对 于 任何 可 测 集 EE 

—00<u(E)S<+ 0., 

两 个 负 集 的 其 集 以 及 可 列 个 不 相交 负 集 的 余 集 显然 都 是 负 集 ， 因 
此 鲍 集 的 任何 可 列 代 历 为 负 集 ， 对 于 一 切 可 测 负 和 集 B， 合 8= 
inf uCB)， 设 {.B;) 是 可 测 负 集 的 一 个 叙 列 使 得 lim; nCBi) =P; 如果 
B= 记 > B;, 则 B 是 一 个 可 测 负 集 使 得 CB) 为 最 小 . 

现在 我 榈 证 明 4 二 了 一 B 是 一 个 正 集 。 假 定 结 论 不 成 立 ， 识 
加 是 4 的 一 个 可 测 子 集 使 得 KCEo)<<0， 首先 我 们 看 出 ， 羽 不 可 
能 是 负 集 ; 因为 如 果 辐 是 一 个 负 集 , 则 BU 也 将 是 一 个 负 和 集 间 
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古 KCBU 到 ) <k(j3), 而 这 是 不 可 能 的 . 设 如 是 满足 关系 AC 瑟 ) 之 
翅 的 最 小 正 整数 ， 其 中 玉 是 甩 的 可 测 子 集 (我 们 注意 到 ， 央 为 
KCE0) <0, 所 以 LC 本 ) 和 uC 本) 都 是 有 限 的 )， 因 为 


uC Eo iD) =hCE) —uCED Su) -二 <0， 


刚才 用 于 思 的 葵 证 也 可 以 同样 用 之 于 钙 一 也 。 设 如 是 满足 关系 
K( 羽 )>>- 天 的 最 正 整 数 ,其 中 肪 是 轧 一 及 的 可 测 子 集 ; 依 此 类 
推 , 以 至 无 穷 。 由 于 . 妈 的 可 测 子 集 具有 有 限 的 4 值 ($28 定理 1)， 
我 们 有 


由 此 可 此, 如 果 玉 是 
Fo= Eno— U2 EE 
的 任意 可 测 子 集 , 吕 ACED) 委 0, 也 就 是 训 , fo 是 一 个 可 测 负 和 集 。 但 
是 和 妃 不 相交 ,三 且 
uF)=u(E0) — DnB) Eu Eo) 0, 
j=] 

这 和 B 的 最 小 性 名 相 巴 盾 , 因此 uC 嫩 )<<0 的 假定 不 能 成 立 。 1 

不 难 构 造 一 个 例子 来 台 明 哈 恩 分 解 间 非 叭 一 的 ， 不 过 ,如果 

X=:4 UP 和 X=AsUB, 

是 于 的 两 个 哈恩 分解 , 则 我 俏 可 以 永明 , 对 于 每 一 个 可 浏 集 ,有 
LCENMNAD 一 A( 五 站 42) 和 uCENB)=L(EN By)., 
事实 上 , 由 关系 式 

ENCA1—A2 CENA! 
可 知 , 4(EN (C41 一 42)) 汪 0; 又 由 关系 式 
ENCA1~—A2)CENB; 
可 知 ,LCEN (41 一 4a)7 委 0。 因此 ,ApCEM (4 一 49))=0, 同 理 可 话 
LCEN (A2 一 40))=:0; 由 此 可 屁 
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uCENAD=u(EN CAIU A2s)) =u(ENA). 
根据 上 述 精 果 可 知 , 在 至 体 可 测 集 类 上 ,等 式 
LiCE)=uC ENA) 和 EE)=—u ENB) 
唯一 地 人 确定 了 两 个 集落 数 4* 和 汪 ， 分 别称 为 4 的 .上 变 匡 和 下 灾 
差 。 对 于 每 一 个 可 浏 集 轧 兮 
Iul CE)=ut(E) +H (CE), 

到 集 画 数 |4| 称 为 上 & 的 人 金 变 差 ,( 注 意 记 号 |x|CE) 和 |nCE)| 之 加 
的 重要 区 别 ,) 

定理 2.、 广义 测度 4 的 上 交 妆 t+、 下 变 差 ! 个 和 全 变 差 |4| 都 
是 测度 ,并 上 是 对 于 每 一 个 可 测 集 避 有 CB) 二 WTCE) 一 Kw~()。， 如 
果 由 是 [人 至] 有 限 或 0- 有限 的 ,期 巡 ti 和 [也 是 [人 全] 有限 或 9- 有限 
的 3L* 和 LH” 二 者 中 至 少 有 一 个 是 有 限 测 度 。 

证 明 。 玉 的 变 差 显然 都 是 非 负 的 ; 如 果 每 一 个 可 测 集 可 以 表 
为 可 列 个 具有 有 限 4 值 的 可 测 集 之 佐 , 则 根据 828 定理 1,Kt 和 [ 广 
也 满足 同样 的 条 件 。 等 式 4= 二 ut 一 可 由 4+ 入 的 定义 直接 推 
则 ; 因为 上 在 十 co 和 一 co 二 值 中 至 多 只 能 取得 一 个 值 , 由 此 可 见 集 
画 数 LK* 入 二 者 中 至 少 有 一 个 恒 为 有 限 。 上 和 和 必 显然 具有 可 
列 可 加 性 , 定理 于 是 闽 明 完 时 。 1 

定理 2 吝 明 了 每 一 个 广义 测度 可 以 表 为 两 个 测度 《其 中 至 少 
有 一 个 是 有 限 的 ) 之 着 ;将 4 表 为 它 的 上 变 弟 与 下 变 荆 之 差 , 这 种 
表示 的 方式 称 为 4 的 车 当 分 解 . 


(1) 设 风 是 一 个 有 限 广 义 测度 , {Ew) 是 一 个 可 测 集 叙 列 , 荐 卫 Lim Em 
存在 (也 就 是 lim sup» Ex 二 lim infy Ew), 则 
Kims En)=lims WCE). 
(2) 有 限 广 义 鲁 许 以 及 它 的 变 差 骨 是 有 界 的 。 为 了 这 个 理由 , 我 们 常 称 
有 限 广义 测度 是 有 界 变 差 的 , 
(3) 设 岂 是 一 个 广义 测 雇 , 吾 是 一 个 可 测 集 , 则 有 
Mi(E)=suplL(F): EDF eS} 
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和 
nCE)=—int{u(F): ESDPFEeS)}. 

如 果 将 上 面 两 个 等 式 当 作 pr+ 和 Ar 的 定义 ,我 们 可 以 得 到 若 当 分 解 定理 另 
一 种 常用 的 诈 污 . 

(4) 对 于 范 数 141 二 |K1 (XX) 而 次 ， 由 定义 在 基 个 oo 一 代数 上 的 一 切 
全 有 限 广 义 测 庭 超 成 的 集 是 否 形 成 一 个 巴 拿 薪 空间 ? 

(5) 设 (X, S, 0) 是 一 个 测 认 空间 了 是 定义 在 瑟 上 的 一 个 可 积 画 数 ， 则 
由 等 式 


vBE)=) Ff Cx) dC) 
确定 的 集 醒 数 ， 是 一 个 有 限 广义 测度, 并且 


vt(E)=\, f+du, w(E)=\, fan. 
欢 何 以 扯 表册 |v 1(E)? 

《6) 谤 j 和 vv 是 定义 在 o- 代 数 S 上 的 两 个 全 有 限 测度 ,已 是 5 中 的 一 
个 集 , 则 对 于 每 一 个 实数 t, 存在 S 中 的 集 4 使 得 4 已 书 并 满足 下 述 条 件 。 
对 于 S 中 适合 关 采 三 Ai 或 CE 一 A 的 每 一 个 集 届 有 viNCF) 
[或 vCF) 守 tCF)]. 

(7) 俩 凡是 一 个 广义 测度 ， 了 是 一 个 可 测 画 数 ， 并 且 了 对 于 |A| 是 可 积 
名 期 由 定义 可 倒 

Nf dx=)fap+—(f dp-. 
这 个 积分 具有 在 第 五 章 中 讨论 的 * 正 ” 积分 的 许多 主要 性 搞 ， 如 果 几 是 一 个 
有 限 广义 测度 ; 即 对 于 每 一 个 可 测 集 E, 有 

JI (E)=sup 1 yan 
其 中 sup 指 的 是 对 满足 关系 1 | 三 1 的 一 切 可 测 画 数 了 下 上 确 界 . 

(8) 对 于 复 值 国 数 了 和 复 测度 p( 寡 看 28.2), 也 可 以 定义 积分 | dp 

只 须 分 别 沽 虚实 部 和 虚 部 ,按照 (7), 我 们 定义 有 限 复 测度 jr 的 全 变 莽 为 

lp| (E)=sup Nefar 
其 中 sup 指 的 是 对 泣 足 关 条 | f| 二 1 的 一 切 可 测 辆 数 太 ( 可 能 是 复 值 的 ) 取 
上 确 界 。K 的 疾 部 和 上 不 部 的 双 变 莽 与 14| 有 其 公关 天 ? 
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8$50， 契 对 连 米 性 


前 面 我 们 戎 虑 了 不 定 积分 的 性 质 ， 从 而 引进 了 广义 测度 的 折 
象 概念 ， 卉 且 指 出 了 和 它 具有 不 定 积分 的 一 些 重要 性 质 。 然 而 不 定 
积分 还 有 一 些 性 质 ( 或 老 训 ,不定 积 分 与 借以 定义 的 测度 之 辐 的 大 
些 关系 ) 是 一 般 的 广义 测度 所 没有 的 。 共 中 之 一 就 是 具有 高 讼 重 
要 奶 义 的 枢 对 速 奔 性 ($23); 现在 我 们 进而 识 明 ,在 更 为 一 般 的 场 
合 下 , 息 对 连 积 性 仍然 有 共 意 义 ， 

识 (X, 9) 是 一 个 可 测 空 间 , Kn 和 ?Y 是 S. 上 的 广义 测度 , 如 果 对 
于 满足 关系 式 |k|(E)==0 的 每 一 个 可 测 集 世 有 ?(E) 一 0, 旧称? 
对 于 上 是 饱 对 连 灶 的 , 记 汶 "Su。 用 不 精 从 但 比较 直观 的 话 来 省， 
”KU 的 意义 就 是 ， 当 上 4 很 小 时 ?也 很 小 。 我 们 注意 到 ， 在 上 述 精 
位 的 定义 中 , 表达 的 方式 不 是 对 称 的 ; 4 很 小 力 是 由 关于 它 的 全 变 
差 的 条 件 表 达 出 来 的 。 下 盏 的 定理 融 明 这 只 是 表面 的 现象 。 

定理 1 襄 上 和 ?是 广义 测度 , 则 条 任 


(a) vs 

Cb) RK 

(©) MARGE 
是 互相 等 价 的 。 


证 明 。 认 Ca) 成 立 , 则 当 |g|1(E)=0 有 rv(E)=0, 合 X=4UB 
为 了 对 于 ?的 一 个 哈恩 分 解 , 则 当 |4|(E)==9 有 
oIk| (EN DEIAE)=0 


和 
0<1u (EnB) 委 | CE)=0, 
亲 此 有 
HE)=7(ENA)=0 
和 


(E)="(ENB) =0; 
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于 是 (b) 成 立 。 

由 关系 式 

Iv| CE)=" (CE) YE) 
可 以 人 屋 明 , (c) 是 (b) 的 车 花 ; 又 由 关系 式 
OIrE)|SEIr|(E) 

可 以 识 明 , (4) 是 (0) 的 苇 论 . 

正面 的 定理 发 明了 我 们 现在 的 纸 对 连续 性 定义 与 $23 中 引进 
的 定义 《对 于 有 限 值 集 画 数 ) 之 问 的 关系 。 这 个 定理 实质 上 肯定 
了 ;对 于 “ 当 上 很 小 时 ”也 很 直 " 这 样 的 识 法 ,可 以 葵 出 另外 一 种 精 
人 确 的 解释 ,这 种 解释 虽然 在 外 表 . 上 与 原来 的 不 同 , 但 与 它 等 价 。 

定理 2. 襄 ?” 是 一 个 有 限 广 义 测度 ,4 十 一 个 广义 测度 ， 并且 
vp， 则 对 于 每 一 个 正 数 8， 存 在 焉 数 9， 焦 得 对 于 满足 关系 式 
I41(E)<$ 的 每 一 个 可 测 集 EE 有 Iv1(E)<E。 

证 明 .假定 精 座 不成立 , 设 对 于 茶 一 个 E>>0， 存 在 可 测 集 叙 列 


({B,} 使 得 |k1(BE)<< 记 着 且 |r|(En) 之 8, # 一 了 3,…。 全 
E=limsup, En 
BD < 5 ， zz 一 1 2, …， 


因而 有 |&l ( 尼 ) 一 0。 兄 一 方面 ， 由 于 ”是 有 限 的 , 我们 有 

I? IE)=lim, ?I (UDPlinm supy | |(E,)2>6, 
这 个 和 结果 与 假设 条 件 "和 4 相 插 和 触 , 定理 于 是 让 明 完 时 。 晴 

容易 验证 ,关系 “他 "具有 自 反 性 ( 即 x&r) 和 推移 性 〈 即 若 所 
12, Hu 则 L1QhK3)。 设 4 和 ?是 两 个 广义 测度 ， 如 果 同 时 有 
v4 和 LKY, 则 称 4 和? 是 等 价 的 , 记 为 4 三 ?. | 

现在 我 们 引进 奇异 性 关 系 ， 它 是 和 艳 对 连 积 竹 相对 立 的 一 种 
关系 。 设 (X, S) 是 一 个 可 测 空 间 , Lt 和 和 ? 是 定义 在 S. 上 的 广义 测 
度 , 如果 存在 不 相交 的 两 个 集 4 和 已, 使 得 AUB=X, 并 使 得 对 
于 每 一 个 可 调集 已 ANE 和 BNE 都 为 可 测 集 关 E|u1(4 人 NE)= 
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= |?|(B 门 瓦 ) 一 0, 划 称 上 和 ， 是 互相 奇异 的 或 者 就 改 , 上 和， 是 霖 
异 的 , 记 为 Ly。 虽然 在 定义 里 & 和 ?所 占 的 地 位 是 对 称 的 ,但 我 
们 有 时 却 用 不 对 称 的 表达 方式 “对 于 4 是 奇异 的 ”来 代替 “4 和 
是 奇异 的 ”、 

很 明显 ， 奇 异性 力 是 非 绝 对 加 和 著 性 的 一 个 极端 的 形式 。 如 杂 
”对 于 上 是 奇异 的 , 则 不 但 由 |k|(E) 一 0 不 能 推出 1v1(E) 一 0, 而 
和 且 实质 上 只 有 对 于 14| 为 0 的 集 , jy| 才 有 可 能 不 为 0。 

最 后 ， 我 们 再 介 砧 一 种 新 的 记号 。 我 们 在 测度 空间 上 已 经 引 
用 “几乎 处 处 ”这 个 具有 覃 观 性 的 优 葬 的 术语 ; 在 每 次 只 限于 考虑 
一 个 测度 时 ,这 个 术语 是 完 公 可 以 合 人 满意 的 。 然 而 , 在 稳 对 连 种 
性 和 奇异 性 的 讨论 中 ,我 们 必须 同时 考虑 不 止 一 个 测度 ;而 时 常设 
到 “了 几乎 处 处 对 于 上 剧 过 于 累 效 , 因此 我 们 将 采用 下 述 的 简便 记 
号 。 设 CX,S) 是 一 个 可 测 空 间 , & 是 定义 在 S 上 的 一 个 广义 测度 ; 
对 于 (了 X,S) 中 每 一 个 点 2 Tt (Z) 表示 有 关 工 的 一 个 命题 。 我 们 用 
记号 

EL 或 二 各 
表示 :如 果 石 是 由 使 XD) 不 成 立 的 一 切 点 工程 成 的 集 , 旭 141(E) 一 
二 0， 例 如, 分 和 g 为 定义 在 所 上 的 两 个 画 数 ， 旭 记号 . 产 gLA] 
表示 : 对 于 |H 而 诗 , (z:7o 天 g(z)} 是 一 个 测度 为 等 的 可 测 集 。 

(1) 股 史 是 一 个 广义 测度 , 了 是 对 于 [| 为 可 积 的 一 个 画 数 . 对 于 每 一 
个 可 测 集 ,定义 

v(E) = dp 
( 才 看 29.7), 则 vp. 

(2) 设 测度 空间 (X, S, 1) 是 具有 勒 只 格 测度 的 单位 区 间 。 售 已 一 {x: 
0<<x< 冯 并 定义 孜 数 有 及 如 下 : 

(2)=2N8( 4) —1, (4)=x, 
如 果 集 陋 数 pv; 由 等 式 
pCE)=fidn .i=b2 
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确定 ， 则 几 冬 内 . 但 当 j(E) 二 0 时 却 不 一 定 有 pzCE) 二 0。 如 果 He 直 
等 式 


palE)=( i- 音 )dp 


确定 , 则 当 pi( 五 ) 二 0 时 必 有 pa(E)=0. 

(3) 识 所 是 一 个 广义 测 座 , 期 变 其 p+ 和 pr 是 互相 奇异 的 , 并 且 它 们 
之 中 的 每 一 个 对 于 ju 是 稳 对 连 钙 的 . 

(4) 设 产 是 一 个 广义 测度 , 则 Rss ml . 

(5) 设 有 是 一 个 广义 测度, 五 是 一 个 可 测 集 ， 则 | CE) =0 的 必要 和 
充分 条 件 是 :对 于 已 的 每 一 个 可 测 子 集 F,M(F) 二 0. 

(6) 设 凡 和 > 是 定义 在 o- 环 8 上 的 两 个 测度 , 则 v 人 A 十 z。 

(7) 发 户 和 万 是 定义 在 双 有 限 测度 空间 (X S，A) 上 的 两 个 可 积 丽 数 ， 
| 好 是 万 的 不 定 积分 ;2 一 1 2， 如果 

MxF =07A{x: fa (2)=0)) =0, 
则 二 p. ， 

(8) 屋 由 是 在 19.3 中 定义 的 康 院 画 数 ，1un 是 定义 在 单位 区 间 的 全 体 波 
雷 耳 子 集 类 上 由 由 引出 的 勒 具 格 - 史 蒂 尔 杰 测度 《参看 15.9) 。 如果 凡是 支 
具 格 测度 , 则 Ke 和 & 是 互相 奇异 的 ， 

(9) 嗣 背 和 > 是 丙 个 广义 测度 ， 并且 v 对 于 上 煞 是 艳 对 连 简 的 又 是 有 
蜡 的 , 则 > 一 0. 

(10) 裔 ww wm 入 都 是 有 限 广义 测 订 ,并 且 .v1 和 ws 对 于 以 都 是 奇异 
的 ,期 =v 十 va 对 于 也 是 琳 异 的 ，( 提 示 : 全 天 二 A1U Bi 和 二 AsU Ba 
是 满足 下 述 性 质 的 两 个 耸 解 : 对 于 44; 的 可 测 于 集 , | 半 恒 等 于 零 ; 对 于 B; 的 
可 测 子 集 , |vi| 恒 和 等于零, i 一 1,2， 央 

X=[(A1N A2) YU (AN B22)U (A3NB)IY (3.N 3,) 
就 是 使 得 Lv 的 一 个 分 解 .) 

(11) 设 4 和 vv 是 定义 在 o- 代 数 S 上 的 两 个 测度 ，4 是 有 限 的 ; 提 且 
vp, 则 大 在 可 测 集 E, 使 得 X 一 E 对 于 v 而 蚜 具 有 05- 有限 测度 , 并 和 使 得 对 
于 5 的 任何 可 测 子 集 F, v(F) 或 为 0 或 为 w ，( 提 示 : 利用 穷 举 法 (参看 
17.8)， 可 以 找 出 一 个 可 测 集 E， 使 得 对 于 5 的 任何 可 测 子 集 F,v() 或 为 0 
或 为 o, 并 使 得 un(E) 为 最 大 ， 然 后 再 应 用 狼 举 法 府 明 X 一 5 对 于 v 而 骨 其 
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有 or- 有 限 济 庶 .) 
(12) 在 定理 2 中 ; 如 果 ”不 是 有 限 的 , 则 定理 不 一 定 成 立 ，( 提 示 : 全 六 
为 至 体 正 整 数 集 ;对 于 天 的 每 一 个 子 集 为 全 
pz 人 (本 一 对 2“， v(E)= ,2".) 


nt ntE 


831， 拉 东 - 尼 十 于 定理 


定理 1。 设 和» 是 十 个 委 有 限 测 度 ,"Cp, 并 且 " 不 恒 为 替 ， 
则 存在 正 数 8 和 可 测 集 4, 使 得 k(C4) 之 0， 因 使 得 入 对 于 广义 测 
度 ”一双 为 正 集 . 

证 明 。 股 和 = 4。UB, 是 X 对 于 广义 测度 + 一 4 的 哈 轩 分 
解 ,nn 一 1,2,…, 并 倒 


Ao= U2 A,, Bo= (NN»-1 B,. 
由 于 DoCB， 我 们 有 有 
OrBOETHB), nl,2,., 


从 而 有 YCBo) =0。 因 此 ”4o) >0, 根据 稻 对 过 种 性 的 假设 条 件 就 
有 4(4o) >0。 由 此 可 昂 , 至少 对 于 的 一 个 值 有 C4) 之 0; 对 于 
这 个 4 值 , 合 4=A。 和 8 一 半 , 即 得 定理 的 精 葵 ， | 

在 下 面 这 个 定理 〈 称 为 拉 东 -尼古丁 定理 ) 中 建立 了 有 关 焰 对 
连 粮 性 的 基本 精 花 ， 

定理 2， 设 (XS,1) 是 全 0 有 限 测 度 空间 , ?是 定义 在 S 上 
的 0- 有 限 广 义 测度 ， 并且 * 对 于是 绝对 束 弹 的 , 则 存在 防 上 的 
有 了 届 信 可 测 夯 数 了 使 得 对 于 每 一 个 可 测 集 世 有 


"CE)= { far. 


函数 了 在 下 述 意 义 下 是 唯一 确定 的 ， 和 如果 同 时 有 v(E)= 全 sai 
CeS, 则 sg[。 
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我 们 特别 指出 , 在 定理 中 大 没有 肯定 三 是 可 积 的 。 不 难看 出 ， 
/ 为 可 积 的 必要 和 充分 条 件 是 , "为 有 限 。 然 而 ,记号 /fd 的 引 
用 隐 含 着 参看 825) 下 述 事实 ; 的 正 部 /* 和 和 负 部 六 中 至 少 有 
一 个 是 可 积 的 ; 如 果 f+ 是 可 积 的 ， 则 ”的 上 变 差 "+ 是 有 限 的 ， 如 
果 广 是 可 积 的 , 则 下 变 差 是 有 限 的 。 

证 明 。 由 于 环 可 以 表 为 可 列 个 具有 有 限 4 和 rv 值 的 不 相交 
可 测 集 的 任 , 我 们 普 先 可 以 假定 上 和 ， 都 是 有 限 的 , 而 不 致 到 失 普 
瑶 竹 (对 于 存在 性 和 唯一 性 的 趟 明 , 都 可 以 这 样 假定 )。 如 果 ， 是 
有 限 的 ， 旭 了 是 可 积 的 ， 应 用 825 定理 5 即 得 唯 -一 性 的 证 明 。 最 
后 , 由 于 假 巩 条 件 ktve 与 条 件 

+p, CK . 

是 等 价 的 ， 因 此 剩 下 的 只 是 要 在 上 和 ，* 都 是 有 限 测度 的 场合 下 十 
明 上 的 存在 性 。 

说 多 是 由 具有 下 述 性 质 的 伪 体 非 负 画 数 二 钥 成 的 类 : 对 于 
?是 可 积 的 , 并且 对 于 每 一 个 可 漠 集 有 fdr<v(E). 合 


a=sup{ [far: fe Rl, 
着 设 { 户 } 是 多 中 画 数 的 一 个 氢 列 使 得 
fm ， / fdu=0. 


如 果 瑟 是 任意 固定 的 可 测 集 ， n 是 任意 固定 的 正 整 数 ， 震 日 g ,= 
及 UU…Ufs, 则 巨 可 以 表 汶 个 不 相交 可 测 集 的 合集 , EE 二 肪 UU … 
UDB, 使 得 gn C7) 二 太 (X) ,YE Bj 二 1,…,n。 于 是 我 们 有 


f gna = > /, fdu < 过 >(ED) =y(E)。 


车 合 fo(2) 一 supf 六 CO 一 1 3,…), 上 则 了 (CT) 二 limn gn《X)。 由 
827 定 通 2 可 知 , 有 he 赐 并 且 /有 du=e. 因为 及 是 可 积 的 , 所 以 存 
在 有 限 值 丽 数 使 得 岂 =f[KJ; 以 下 我 们 靳 明 ,车 mw(E)==v(E) 一 
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/fan 划 测度 % 恒 等 于 需 . 
假定 % 不 恒 为 雾 , 则 根据 定理 1 ,存在 正 数 8 和 可 测 集 4， 使 
得 KCA) 之 0, 并 使 得 对 于 每 一 个 可 测 集 巨 有 
eu(EN A Sr EN A =7 EN far. 
. ENGA 
合 g 二 f+Exas 则 对 于 每 一 个 可 测 集 瓦 有 
f gaff duten EN SS fdutr ENA) SuE), 
五 五 E-A - 
因此 gE 多 .但 因 
fsar=f ae+epCD >o, 
这 与 的 定义 相 矛 盾 , 定理 于 是 得 证 。 
(1) 设 (XX,S, 几 ) 是 一 个 测 论 空间 , 对 于 每 一 个 可 测 集 已 , 兮 
vE)=),f dap 
则 
K={x:f(x) >0}U{x:f(x)<0} 
是 不 对 于 ?的 一 个 哈恩 分 解 . 四 
(2a) 说 (XS) 是 一 个 可 测 空间 ,j. 和 v 是 5 上 的 全 有 限 测度 ， 且 人 《 友 ， 
合 交 一 4 十 四 落 对 于 每 一 个 可 测 集 为 z( 思 一 人 Ja 三 则 0<7Cxz) <154l. 
(2b) 车 对 于 每 一 个 非 负 可 测 醒 数 g 有 Mg dv 一 |f8 < 冯 划 对 于 每 一 个 
可 测 集 已 有 (可 一代 二 dr。 (提示 ;将 俊 变 条 件 改写 为 
sa—fav=)fe dr. 
对 于 每 一 个 互信 


(3) 旋 测 度 空 关 (SA 是 具有 勤 具 格 测 庞 的 单位 区 间 ， 放 是 一 个 不 
可 测 集 。 议 (Qa1, A1) 和 (ao p2) 古 两 个 正 的 实数 对 使 得 ca 十 一 oa 十 Do 一 1 
S 和 是 由 S 与 呆 和 组 成 的 类 产生 的 o- 环 ;并 珊 岂 是 由 (om pp 所 确定 的 人 在 
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S 上 的 扩张 ，; 一 1 2 (参看 16.2) 。 则 存在 可 测 画 数 户 和 方 使 得 对 于 每 一 个 
可 测 集 EE 有 
pA (本 一 人 id ka 和 Ra (ED 一 人 Pd pi. 

用 和 广 是 怎样 的 图 数 ? 

(4) 在 凤 为 广义 测 座 的 场合 下 ， 拉 东 - 尼 十 丁 定理 仍 成 立 。 (提示 : 兮 
XX 一 4UB 为 天 对 于 几 的 一 个 哈恩 分 解 . 在 4 中 对 于 vy 和 p+ 并 在 如 中 
对 于 vy 和 内 一 分 别 应 用 朱 东 -尼古丁 定理 .) 

(5) 设 凡 是 双 o~ 有 限 的 广义 测 讼 . 因为 y+ 和 /一 对 于 玉 和 ju| 都 是 
经 对 过 禹 的 , 我 们 有 
p+) = dp)edn) 和 Ef p= edlpl. 
图 数 诺 , 84; /一 和 gg_ 满足 关系 式 太 =B+ [KJ] 和 广 二 8--[H]. 它们 是 怎样 
的 函数 ? 

(6) 设 放 是 广义 测度 ,如 果 对 于 每 一 个 可 测 集 鼎 有 

“Ey=) fdr 和 vi(E)=), gdlnl, 

则 8= [FL . 


《7) 即使 在 v 不 是 o~ 有 限 的 场合 下 , 拉 东 -尼古丁 定理 仍然 成 立 ; 但 在 


这 种 情形 下 被 积 丽 数 不 一 定 是 有 限 值 的 。( 提 示 ， 只 须 在 v 是 一 个 测度 而 凡 
为 有 限 的 场合 下 证 明 这 个 命题 ; 应 用 30.11.) 

(3) 如 果 不 是 又 o~ 有 限 的 , 则 即使 为 有 限 , 近东 -尼古丁 定理 也 不 
一 定 成 立 。( 提 示 ; 咒 下 是 一 个 不 可 列 集 ，S 是 由 全 体 可 列子 集 以 及 具有 可 
列 余 集 的 子 集 粗 成 的 类 ， 对 于 5 中 每 一 个 E, 倒 KM(E) 为 巨 中 之 点 的 数目 ， 
并 按照 忆 为 可 列 或 不 可 列 而 合 v(E) 等 于 0 或 1,) 

(9) 设 (XX，S) 是 一 个 可 测 空 昌 , 和 v 是 S 上 的 o- 有 限 测 度 ， 霸 且 p 
所 记 则 拉 东 -尼古丁 定理 可 以 分 别 地 应 用 测 每 一 个 可 测 集 上 . 可 能 会 发 生 这 
样 的 并 题 :是否 可 以 在 天 上 定义 一 个 适当 的 贾 数 方 使 得 f 对 于 一 切 可 测 集 
可 以 同时 作为 被 积 图 数 ? 下 面 的 例子 品 明 ,一般 讨 来 这 是 不 可 能 的 . 

谱 4 是 任意 不 可 列 集 , 它 的 势 是 a，B 是 以 F 为 势 的 一 个 集 ， p>>a. 讼 
到 是 由 一 切 有 序数 对 (e, 5) 组 成 的 集 , 其 中 4 e 4,5 e B. 我 们 称 形 如 {(a， 
b0):a e 4) 的 集 为 水 平 直线 , 形 如 {(40,5):5 eB} 的 集 为 垂直 直线 . 设 S 是 
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由 一 切 具有 下 述 性 质 的 集 已 租 成 的 类 : 如 能 被 可 列 个 水 平和 垂直 直 和 线 乙 所 
迷 壮 ,而 对 于 每 一 个 这 样 的 二 或 者 过 1 尼 是 可 列 的 ， 或 者 研一 尼 是 可 列 的 
(次 看 12.1) .对 于 5S 中 每 一 个 全 CE) 为 使 工 一 巨 为 可 列 的 水 平和 加 家 
直线 工 的 数 月 ,v() 为 使 一 玉 为 可 列 的 重 韦 站 粮 工 的 数目 .。 显然 ,和 
都 是 ~- 有限 测 魔 , 并且 > 人 1。 现在 假定 存在 六 上 的 一 个 画 数 了 使 得 对 于 S 
中 每 一 个 EE 有 vw(CE)= (2f dy。 不 难看 出 , 集 {x: 了 (x) 二 0} 在 每 一 个 垂直 
直线 上 必须 为 可 列 ， 而 对 于 每 一 个 水 平 直线 L, 工 一 {x: 了 (二 0} 必须 为 可 
列 。 前 者 襄 明 集 {x: 了 (x) 一 0} 的 势 不 大 于 aXo=a, 而 后 者 则 觅 明 这 个 集 的 
势 不 小 于 B(c 一 Xe)>8. 

(10) 在 拉 东 -尼古丁 定理 中 ， 加 之 于 测 庆 空间 的 条 件 ， 可 以 换 成 一 个 较 
始 o- 有 限 为 弱 , 而 较 o- 有 限 为 强 的 条 件 ， 定 悍 仍 然 能 管 成 立 。 这 个 条 件 可 
以 人 氢 述 如 下 . 空间 可 以 圾 为 具有 有 限 测度 不 相交 可 测 集 类 D 的 余 集 ， 并 使 
得 每 一 个 可 浏 集 在 精确 到 一 个 测度 为 零 的 集 的 程度 内 能 被 D 中 可 列 个 集 所 
和 达 莽 。 下面 是 满足 这 个 条 件 但 并 非 公 -有 限 的 测度 空间 的 一 个 例子 ， 

合 世 为 欧 氏 平 面 ,S 是 由 一 切 具 有 下 述 性 质 的 集 忆 租 成 的 类 : 巨 能 被 可 
列 条 水 平 直线 所 造 闭 ， 并 且 忆 在 每 一 条 这 样 的 水 平 吉米 上 是 勒 姑 格 可 测 
的 . 如 果 已 是 一 条 水 平 直线 的 勒 具 格 可 测 子 集 ， 定 时 此 ( 屯 ) 等 于 已 的 勤 具 
格 测度; 对 于 S 中 一 般 的 EE, pr 的 值 可 以 根据 可 列 可 加 性 而 唯一 地 确定 . 

《11) 在 (9) 中 如 果 B 一 4, 并 且 这 个 集 的 势 是 1 (一 最 小 不 可 列 势 )， 则 
上 面 的 进 明 不 通用。 事实 上 , 在 这 种 情形 下 ， 存 在 筷 的 子 集 媚 , 已 在 每 一 个 
生 直 直线 上 是 可 列 的 ,而 对 于 每 一 个 水 平 直 糖 志 , 工 一 已 是 可 列 的 . (提示 : 将 
4 作成 正 序 集 , 即 对 于 A 中 每 一 个 a, 以 一 个 序数 (a) < (一 最 小 不 可 列 
序数 ) 与 之 对 应 ,于 是 在 4 的 全体 点 与 小 于 8 的 公休 序数 之 并 建立 了 一 个 
一 一 对 应 关系 . 合 EE 一 { (4):E(a) <E(b)}.) 

(19) 说 久 是 一 个 全 有 限 测度 ,对 于 每 一 个 可 济 集 E, 售 v( 瑟 一 人 Jamw 
则 集 

BOD={4:f (2)<t} 

对 于 广义 测度 一 奴 为 负 集 ( 才 看 (DD)). 利用 集 B (1) 重 建 画 数 /( 贿 看 
18.10)， 据 此 可 以 得 到 拉 东 -尼古丁 定理 的 另 一 种 证 明 方式 . 在 这 种 证 明 的 
方式 里 ， 主 要 的 困难 在 于 负 集 并 非 唯一 的 。 对 于 每 一 个 1， 选 把 B() 使 
pr (BC) 为 极 大 ,这 样 可 以 局 部 地 解决 这 个 困难 ， 
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832， 广义 测度 的 导数 
在 近东- 尼 十 丁 定理 中 出 现 的 被 积 画 数 , 常 以 一 个 富有 如 示意 
味 的 特别 记号 来 表示 , 识 4 是 一 个 翁 o_ 有 限 测 度 ,如 果 对 于 每 一 个 
可 测 集 已 ?(BE) 一 三 dk 则 让 为 


一 一 一 或 dv=f du. 


拉 东 -尼古丁 被 积 茵 数 也 可 以 叶 做 近东 -尼古丁 导数 。 由 微分 读 
号 的 运算 在 形式 上 得 出 的 的 至 部 人 性质 ， 都 可 以 表 为 精 仿 的 定理 
而 获得 诈 明 。 有 些 性 里 是 很 星 然 的 , 例如 
QI 十 2) _ dv 于 dv2 
du du du 

而 有 些 旭 是 积分 的 雯 深 性 质 。 下面 我 们 将 精确 地 叙述 着 赴 明 复合 
画 数 的 微分 法 则 ， 其 及 用 此 导出 的 积分 号 下 的 代 换 污 则 。 当然 ,我 
们 必须 记 住 ， 拉 东 - 尼 十 丁 导数 .9 和 仅仅 在 “几乎 处 处 对 于 六 ”的 总 
义 下 是 唯一 傍 定 的 ;因此 ， 要 用 光 字 群 稻 地 表达 一 个 微分 公式 ， 就 
不 得 不 时 常用 到 “几乎 处 处 "的 人 字样。 

定理 1. 设 和 和 4 上 是 全 0 有 限 测度 ,LS 并 设 ? 是 全 0 有限 
广义 测度 ,rio 则 


证 明 。 如 果 上 式 对 于 ”的 上 变 差 和 下 变 差 者 成立 ， 基 .上 式 对 
于 ?也 成 立 ; 因此 我 们 只 须 在 ?是 一 个 测度 的 场合 下 证 明 这 个 定 
理 ， 人 
分 ef 3 一 
由 于 ?是 非 负 的 , 根据 825 定理 4 就 有 .>0[j。 不 霄 失 普 天 性 ， 
可 以 假定 了 是 处 处 非 旬 的 。 
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设 {./) 是 非 贫 简 单 画 数 的 一 个 境 狠 列 , 它 在 XX 中 每 一 点 处 收 
化 到 了 (820 定理 2)。 根 据 827 定理 2， 对 于 每 一 个 可 测 集 已 我 
们 有 


im 太太 du= [far 和 lim,f fg d= [x ad. 
但 对 于 每 一 个 可 测 集 有 


于 是 
fs du=] fag di, n=1, 为 
因此 
*(B)= 人 rt 天 0 1 


定理 2， 总和 和 凡是 至 0- 有 限 测度 ，Uci。 并 设 /是 使 得 

Ff du 有 定义 的 有 限 信 可 测 醒 数 ， 刚 
fer 
证 胃 。 对 于 每 一 个 可 测 集 为 合 
"(8)=/ fa 
然后 应 用 定理 1。 于 是 ,对 于 每 一 个 可 测 集 色 有 
"(BE)=/ fF a; 

合 一 X, 即 得 定理 的 精 葵 。 } 

下 面 是 有 关 广义 测度 之 间 的 关系 的 最 后 一 条 定理 。 它 股 明 了 
一 个 到 o 有 限 广义 测度 + 可 以 分 解 为 两 部 分 ， 其 中 一部分 对 于 兄 
外 一 个 到 0 有 限 广义 测度 4 是 站 对 连 炽 的 ,而 另 一 部 分 对 于 上 是 


奇异 的 。 这 种 分 解 称 为 勒 具 格 分 解 ， 
定理 3. 设 (X,S) 是 可 测 空 间 , 上 和 ?是 S 上 的 从 o 有 限 广 
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义 测度 ， 则 存在 唯一 确定 的 十 个 全 0 有 限 广 义 测度 ?0 和 ,使 得 
?二 V0 十 1 并 使 得 v0 1 Kv14。 

慧明 。 和 以 前 一 样 ， 我 们 可 以 假定 上 和 ?都 是 有 限 的 。 如果 
vi (一 0,1) 对 于 |4%| 是 息 对 连 炉 或 奇异 的 , 则 它 对 于 上 也 是 雹 对 过 
种 或 奇 踢 的 ， 因 此 我 们 可 以 假定 4 是 一 个 测度 。 又 因为 我 们 可 以 
分 别 地 对 待 所 和 和 六 ,因此 又 可 以 假定 ?也 是 一 个 测度 。 

对 于 全 有 限 的 测度 ， 这 个 定理 的 话 明 方式 是 一 种 很 有 用 的 技 
巧 。 定 理 的 证 明 建 立 在 下 述 简单 的 事实 上 :; ?对 于 4+? 是 移 对 右 
项 的 。 衫 据 这 个 事实 可 知 , 存在 可 测 画 数 有 使 得 对 于 每 一 个 可 测 
集 忆 有 


"BE) =/ fart] fo. 
因为 0?(E)4CE) 十 7 五) 我们 有 0 所 fF 夺 1[k?j, 从 而 有 0 专 
fl[vj, 例 A={z:f (2)=1),B={z:0&f (7) <1), 则 
vy(A) =/ a + -Ch 十 ?7(4)， 
由 于 ? 是 有 限 的 , 所 以 L(A) = 0。 对 于 每 一 个 可 测 集 已 合 
voE)="(ENA 和 “vA(E)=7(ENB), 
基 显 然 有 ww_Lu， 剩 下 需要 证 明 的 是 v1 人 4。 
设 4(E) 二 0, 则 


了 do=， CEnB)=/ fadv, 
ENB ENB 
于 是 
ff) d=0. 
. ENB 
由 于 1 一 f 宇 0["]， 因此 (BB) 一 v(E 门 B) = 二 0， 这 就 证 明了 wm 和 和 全 
的 存在 性 。 


如 果 ?=%+ 和 和 ?=m+7 是 > 的 两 个 勤 具 格 分 解 ， 则 知 一 加 
二 91 一 各 。 因 为 0 一 wo 对 于 /是 奇异 的 (参看 80.10)， 而 入 一 二 对 
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于 4 是 委 对 回炉 的 , 由 此 有 mm=”% 和 人 一 (参看 30.9)。 1 

(4) 利用 对 于 广义 测度 积分 的 概念 , 拉 东 -- 尼 吉 丁 导数 的 定义 可 以 推广 
到 只 为 广义 测度 的 情形 。 在 这 种 博 形 下 , 如 果 和 人 和 所 是 广义 测度 ,定理 1 仍 
成 立 。( 提 示 ; 洁 虑 卫 对 于 广义 测 论 和 pv 的 三 个 哈恩 分 解 . 在 这 三 个 分 解 
里 各 取 一 个 集 , 作成 这 三 个 集 的 交集 , 于 是 将 芝 分 解 为 八 个 集 。 在 这 八 个 集 
的 任意 一 个 的 可 测 子 集 E, 集 画 数 和 和 和 vw 三 者 剖 保 持 不 变 号 ; 因此， 可 以 
直接 应 用 定理 了 .) 

(2) 人 设 凡 和 > 是 全 or 有限 广义 测度 , 三 vy, 其 


dh 1 /dr 
和 1/ 洱 
(3) 发 凡 和 > 是 全 o- 有 限 广 义 测度 ,vk 划 
v({x: 2 (x)=0))= 
(4) 设 pos pl 和 jo 都 是 全 有 限 测度 ， 并 且 Go 一 廊 GCpoTRD 一 六 Ga - 
十 1 =fd 《no 十 Ai 十 几 ), 旭 几 乎 处 处 对 于 Kot m+ re, 有 


f(x) fa(#) 
fx FRE — fx) pr) 车 有 (Cx) 万 (x) 天 0; 


0， 车 有 (x)== 有 (#) 二 0。 
(5) 设 { px ) 和 《zw 是 全 有 限 测 度 的 两 个 叙 列 , 全 


=D = Dr», Pps -> 


一 工 i=1 


大 人 一 


并 假定 和 vv 者 是 有 限 测 庭 . 如 果 po 人 po #X 一 二 2 "其 v&p, 并 且 


limn dyn 一人. 


aa 
(5a) 设 {En} 是 可 测 集 的 叙 列 使 得 FnCEs) 二 0，7 二 1，2，…， 则 


Hp(limsup En) 一 0. (提示 : Pn (UR, ED< Pra Es).) 
k= 


(5b) 设 {$s} 和 {由 w} 是 两 个 丽 数 列 使 得 $4 一 Vs 了 局] 二 1 2,… 则 几 
乎 处 处 对 于 作 有 
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lim sup»s Pu(X)=1im supn WnCX) 
lim int, pnCX)=lim infn WnCXx). 
(提示 ; 兮 En={X: Pn) 天 yn (YX) » 应 用 (8a) ,) 


由 (5b) 可 知 ， 我 们 只 须 对 于 导数 -2 的 任意 一 种 国定 的 表示 式 来 证 朋 
(5). 使 


和 


a op d 了 2 
d= -= 万 和 -就 “= gn =1, 2, 
则 根据 定理 了 
dvr _ fit fy [i], N=1, 2, +. 


dn 2 十 十 2 
就 是 这 样 一 种 固定 的 表示 式 . 


(5c) 对 -多 ,二 wa (提示 : 由 于 


裂 一 nt 二 1 


Der 


> vi(E)=) ft ts) dp N=1, 2 + 


i=1 


根据 S27 定理 2 和 $25 定理 5 即 得 炸 论 .) 


第 七 章 
滋 积 空间 


833， 人 省 卡 儿 乘 积 空 关 


设 荆 和 了 Y 了 是 任意 两 个 集 ( 不 一 定 是 同一 空间 的 子 集 ), 由 一 切 
序 偶 (z, y) 姐 成 的 集 , 其 中 了 总 ye 称 为 苗 卡 儿 乘 积 空间 , 让 为 
Xx 工 币 卡 揭 乘 积 窄 于 的 最 为 熟知 的 例子 是 欧 几 里 得 平面 ， 它 常 
被 看 作 两 个 坐标 珊 的 乘积 。 在 以 下 的 讨 蓓 中 ， 诈 多 地 方 要 用 到 四 
这 个 例子 所 局 示 的 术语 和 概念 。 例 如 , 车 4CCX, BCY 则 我 们 称 
集 瑟 =A4 xBCLXxY 了 的 一 个 子 集 ) 汶 和 矩形， 而 称 构成 这 个 矩形 的 集 
和 和 B 为 集 形 的 边 (注意 ,除非 在 矩形 的 边 是 区 间 的 情形 下 ， 此 处 
的 用 法 和 通常 第 形 的 意义 不 同 ) 。 

定理 1. 甜 形 为 空 集 的 必要 和 充分 条 件 是 : 它 的 一 个 执 为 这 集 . 

证 明 。 设 AxB 关 0; 如 果 (9)64x 已 则 同时 有 ze4 和 
yt《B, 因此 有 委 关 0, B 关 0, 另 一 方面 , 如 果 4 天 0，B 尖 0, 期 存在 一 个 
点 (ZY 使得 (zx, ye AxB, 因此 AxBz0.。 i . 

定理 2. 总 =AxB 和 FE:= A x Do 是 南 个 非 空 算 形 ， 期 
所 CB 的 必要 和 坟 分 条 件 是 

AiCAs 和 BiCB2, 

证 明 。 条 件 显然 是 充分 的 。 条 件 的 必要 性 可 以 证 明 如 下 。 识 

《7 ,Ye di x Bi。 假定 存在 41 中 的 点 x1 使 得 zie'dz, 则 将 有 
(zyWeAixB1 和 (zie hsx Bs, 
由 此 可 网， 这 样 的 点 妈 不 可 能 存在 ， 因 此 4iC4s。 同 理 可 诈 
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BiCB2. 

定理 5. 设 A1ix Bi 一 4axBPa 是 一 个 非 空 政 形 ， 则 A1= As， 
Bi= B;2. 

证 明 。 根 据 定 理 2， 

AiCAsC A BiCBCB. 1 

定理 4 设 =AxB, 甩 一 A41XxBi 和 有 辐 一 Asx Bs 是 三 个 非 容 
矩形 ， 则 羽 成 为 且 与 Ea 的 予 相 交错 集 的 必要 和 充分 条 件 是 ;或 者 
和 是 41 与 hz 的 予 相交 僚 集 而 B 二 Bi 二 Bs, 或 者 日 是 Bi 与 Bs 的 
不 相交 供 集 而 4=4i 一 43, 二 者 必 居 其 一 。 

证 明 . 首先 证 明 条 件 是 必要 的 . 由 于 雇 CE 和 屎 性 殊 根据 定 
理 2 有 4C4 和 4sC4, 从 而 有 4iU4sC4; 同 理 ，DiU BaCB. 
但 因 

EU ECCAiU A2) x (BiU B2), 
我 们 有 ACAiUAs 和 BCBIUB3， 因 此 有 A 二 A4iUAs 和 B=Bi 
UBs。 类 伏地 可 总 
,0=BN ED CN 42 x (Bf Ba)， 
由 定理 1 可知 , Ai 门 42 和 Bi Bs 二 者 中 至 少 有 一 个 是 空 集 . 

设 4 站 42=0， 上 以 下 我 们 证明 在 这 个 场合 下 必 有 B= Bi= Ps 
CBi 门 By 二 0 的 场合 可 下 类 似 地 加 以 言 芥 ) .假定 存在 点 yEB 一 B1。 
如 果 工 是 Ai 中 任意 的 点 , 则 (zk 五 :但 是 我 们 知道 (由 于 ye Bl) 
(zy eB, 井 瑟 (由 于 eA2) (zyy) 62。 这 个 精 果 与 假 证 条 侍 
玖 = 豆 吕 相抵 租 , 四 此 已 一 Bi=0; 同 至 有 一 Bz 一 0。 

条 件 的 充分 性 证 明 比 较 简 单 。 融 4 是 4 和 4s 的 不 相 变 俐 
和 集 , 霸 且 B=Bi=Bs， 于 是 有 4 二 4 4 了 42 了 Pi DBD 盖 DB 因此 
EDBUE2。 比 外 , 如果 (%, EB 旧 按 照 X€ A1 或 《AAs 而 分 别 有 

C(x, DEE 或 (x, DE Ea, 
可 网 五 的 确 是 廊 和 三 的 不 相交 价 集 。〖 
定理 5， 设 S 和 工分 别 是 由 瑟 和 了 工 的 子 集 想 成 的 环 ， 则 由 
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形 如 AAxB 的 算 形 的 一 切 巴 相交 有 限 并 组 成 的 类 RR， 其 中 AgeS， 
BeT, 是 一 个 环 。 

证 明 。 我 们 普 先 证 明 ， 两 个 形 如 4 x B 之 集 的 交集 仍 是 一 个 
形 如 和 xB 的 集 。 如 果 二 集中 有 一 个 是 空 集 ， 或 者 二 集 的 交集 是 
空 集 , 这 个 车 果 是 很 明显 的 。 如 果 

Ei= Ax Bi, b= As x Bo, 
. (zx, WE Ri bs, 

上 则 有 zeA4i 站 42 和 ye Bi 由 Ba, 因此 

FiNEaCCAN A2) x (BiN B2). 
另 一 方面 ,根据 定理 2 (4in 4a) x (Bi 站 Ba) 被 碧 和 画 所 包 ， 因 
而 也 被 肪 门 轧 所 包 。 因 此 

Fi Ea= (Af A2) x CBiN Ba). 
但 因 S 和 T 都 是 环 ， 所 以 AiN AzeS, Bin BakT。 由 此 立即 可 以 
推 知 ;R 对 于 有 限 交 的 运算 是 封 阴 的 . 

由 于 


并 且 


CAi1xB)— (CAs x Bo)= 
=LCA1N A2) x (Bi1—B2) IULCA ~ A2) x Bi], 
我 们 看 出 ， 两 个 形 如 4 xB 之 集 的 六 集 是 另外 两 个 同样 形式 之 集 
的 不 相交 们 集 ; 但 因 
一 人 = 电站 基本 一 万 )， 

利用 上 跋 的 糙 果 可 知 ,R 对 于 莽 集 的 运算 是 封闭 的 。 最 后 ,R 对 于 
不 相 交 有 限 伴 的 运算 显然 是 铬 于 的 , 定理 于 是 让 明 完 界 。 外 

现在 假定 S 和 本 分 别 是 由 卫 和 了 的 子 集 钥 成 的 o- 环 。 我 倍 
用 论 号 S xT 表示 由 一 切 形 如 A 妇 xB 之 集 的 类 产生 的 呈 环 ,其 中 
AeS,BeT.。 这 个 0" 弥 是 由 人 xY 了 的 子 集 粗 成 的 。 

定理 6。 说 CX,S) 和 (CY, 了 ) 是 可 测 空 阐 ， 唱 (XxY,SxT) 也 
大 可 测 空 闻 。 

可 测 宏 阅 (X x  S x 人 DD 称 汶 可 测 空 间 (X, Sy 和 (YT) 的 笛 卡 电 
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乘积 空间 。 、 

证 明 。 训 (x,y 及 x 了 了, 卓 存 在 集 和 4 和 B 合 得 zeA¢eS,yeBe 
T; 因 于 (x,yeAxBeSxT. 1 

我 人 注意 到 ， 这 是 我 们 第 一 次 引用 测度 空间 是 它 的 可 测 集 的 
待 集 这 一 事实 ; 在 本 章 中 , 我 们 将 会 看 到 可 测 空 间 这 个 性 质 的 重要 
用 处 。 

我 们 将 不 止 一 欢 地 用 到 可 测 殷 形 的 概念 。 现 在 我 们 痊 出 它 的 
两 个 定义 ， 它 们 都 是 很 明显 而 且 自 然 的 。 第 一 个 定义 ， 可 测 空 天 
(人 ,S) 和 (ZIT) 的 币 卡 儿科 积 空间 中 的 拒 形 若 属于 SxT， 则 称 为 
可 测 第 形 ; 第 二 个 定义 ; 车 4kcS,BeT, 则 4x 吾 称 为 可 测 征 形 。 
对 于 非 空 拒 形 , 不 难 验 就 这 两 个 定义 是 等 价 的 ; 目前 我 们 采用 第 一 
个 定义 。 按 照 这 个 定义 ,我 们 就 可 以 识 ; 两 个 可 测 密 阅 的 向 卡 儿科 
积 空间 中 的 全 体 可 测 集 类 就 是 由 全 体 可 测 盾 形 类 产生 的 呈 环 ， 

代 ) [可 测 ] 甜 形 的 任何 可 列 类 的 交集 是 [可 翻 ] 拭 形 . 如果 将 “可 列 ? 二 
字 略 去 , 这 个 命题 是 否 成 立 ? 

(2) 对 于 空 的 矩形 , 定理 2 和 定理 4 中 的 条 件 并 非 必 有 要， 又 定理 3 也 不 
成 立 . . 

(3》 在 定理 5 的 假设 条 件 下 , 由 一 切 形 如 4x 旦 的 集 粗 成 的 类 P, 其 中 
4e5,BeT, 是 一 个 咎 环 . 如 果 S 和 TT 是 牛 环 ,上 述 命 题 是 否 成 立 ? 

(4) 如 果 (3) 中 的 环 S 和 工 各 包含 两 个 或 两 个 以 上 不 相同 的 非 宏 集 ; 则 
P 不 是 一 个 环 . 

(5) SxT 为 or 代数 的 必要 和 充分 条 件 是 :S 和 TT 部 是 o- 代 数 ， 

(6) 设 (X;S) 和 (Y, 了 T) 是 可 测 空 间 , 则 及 x 了 中 任意 一 个 可 测 集 被 一 个 
可 测算 形 所 包 . (提示 : 能 皱 可 测算 形 选 盖 的 集 棚 成 一 个 o~ 环 .) 


534， 截 日 


设 ( 汉 , S) 和 (2 了) 是 可 测 空 间 ，(XXxY 了 ,SxT) 是 它们 的 第 卡 
时 乘 积 答 阅 。 如 果 记 是 六 xY 的 任意 一 个 子 集 , z 是 卫 中 任意 一 
个 点 ， 我 们 称 集 E={y: (zs ?JE 五) 是 E 的 一 个 截 口 ， 淮 得 更 确切 
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些 , 是 由 工 确定 的 袖口 。 关 于 和 截 口 ; 有 时 我 个 只 注意 它 是 由 溉 间 驻 
中 的 点 所 确定 (因而 这 个 截 口 是 了 的 一 个 子 集 )， 至 于 究 芋 是 由 哪 
一 个 点 所 确定 ， 划 无 关 紧 杰 ， 这 时 我 们 可 以 用 世 截 口 这 个 术语 
表示 。 集 五 ={tz:(ryeZ) 称 为 由 工 中 的 点 y 所 丛 定 的 工 截 
口 ; 主要 的 是 应 该 对 及 截 口 与 忆 截 口 加 以 区 别 。 我 们 特别 强调 
指出 , 乘积 空间 中 的 集 的 鹤 口 并 不 是 这 个 乘积 罕 并 中 的 集 , 而 是 分 
支 空 关 的 子 集 。 
恋 了 是 定义 在 乘积 空间 刁 x 并 的 子 集 互 上 的 任意 一 个 画 数 ， 
过 是 瑟 中 任意 一 个 点 , 则 定义 在 截 口 及 上 由 等 式 
£9) =f(x,y) 
定 出 的 画 数 大 称 为 的 截 口 , 识 得 依 切 些 , 是 f 的 及 截 口 ,更 亿 切 
些 , 是 由 工 确 定 的 截 口 。 同 样 ， 由 了 中 点 y 依 定 的 f 的 辫 截 口 定 
义 汶 六 (7) 二 fz, 3»). 
定理 1. 可 测 集 的 每 一 个 截 口 是 可 测 集 。 
证 明 。 裔 EE 是 由 也 xY 了 中 具有 下 述 性 质 的 一 切 子 集 租 成 的 
类 ， 它 的 每 一 个 截 口 是 可 测 集 。 如果 E44 xB 是 一 个 可 测 第 形 ， 
则 五 的 截 日 或 者 是 空 集 , 或 者 等 于 五 的 一 个 边 (4 或 B, 按照 截 口 
是 开 截 口 或 蕊 截 口 而 定 ), 因而 Be 王 . 容 易 旺 诈 , 王 是 一 个 呈 环 ， 
因此 SxTCE, 1 . 
定理 2. 可 测 画 数 的 每 一 个 截 口 是 可 测 函 数 。 
证 明 。 设 f 是 定义 在 了 x 了 上 的 可 测 硬 数 ,ze XX, M 是 数 直 搂 
.上 任意 一 个 波 雷 耳 集 , 则 由 定理 工 及 关系 式 
TM ={y: feM})={yf ,ye M}= 
={y: Cr, Wf MY = fF MM), 
即 得 NCf) frr:CMD 的 可 测 性 (我 们 注意 到 N(f) = (N( 有 ))，)、. 
类 似 地 可 以 证 明 , /的 任意 三 截 日 也 是 可 测 的 。 上 
(1) 设 X 是 了 x 了 的 于 集 EE 的 特征 汞 数 ， 则 Xx 各 分 中 是 Ex. 和 EY? 
的 特征 责 数 ,特别 是 ;如 果 X 是 算 形 A xB 的 特征 丽 数 ; 则 有 
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XX =XACXINBO). 

简单 本 数 的 每 一 个 截 口 是 简单 夯 数 ， 

(2) 误 了 = 了 蚌 任 意 不 可 列 集 、 S 二 T 是 由 全 体 可 列子 集 组 成 的 类 。 合 
DD 二 {(x,):+ 二 y)}, 则 D 的 每 一 个 截 口 是 可 测 的 ,但 DD 是 不 可 测 的 ; 摸 一 名 
话 襄 , 定理 1 的 道 定理 不 成 立 . 

(3) 设 f 是 定义 在 可 测 空 间 卫 和 了 的 箔 卡 儿 乘 积 空 间 上 的 广义 实 值 机 
数 , 具有 下 述 性 质 ， 对 于 数 直 线 上 的 每 一 个 波 雷 耳 集 M, f-1(M) 与 任何 可 
测 集 的 交集 是 可 测 集 ; 则 了 的 每 一 个 堆 口 也 具有 这 个 性 质 。 如 果 在 可 测 空间 
的 定义 中 , 将 “可 测 空间 是 全 体 可 测 集 的 伯 集 ?这 一 条 件 除 去 ， 上述 命 题 是 否 
仍 成 立 ? .上 迹 性 质 与 可 油性 之 天 的 因果 关 季 如 何 ? 

(4 非 空 矩 形 为 可 测 集 , 当 而 且 只 当 它 是 可 测 矩 形 时 .( 提 示 : 如 果 4xB 
可 测 , 则 4x 殖 的 每 一 个 蕉 口 可 测 .) 

(5)》 诅 (X,S) 是 一 个 可 测 空 间 使 得 了 ES( 即 ， 使 得 S 是 一 个 o~ 代 数 )， 
了 是 数 志 线 , T 是 全体 波 雷 耳 集 类 ， 如 果 f 是 定义 在 筷 上 的 非 负 实 值 本 数 ， 
划 称 成 x 也 的 子 集 

Ts* (太一 人 {(% 力 :Xe 下 OyEfX)) 
为 1 的 上 各 标 集 ,而 称 
Vf)={C4 3): XER, Oy<IHX)) 
为 了 的 下 几 标 集 ( 例 如 , 恒 等 于 零 的 汞 数 的 下 稳 标 集 是 空 集 )， 下 面 一 条 列 的 
命题 是 对 于 丽 数 可 测 性 的 另 一 种 考 虐 方式 . 
(5) 如 果 j 是 一 个 非 负 简 单 夯 数 , 则 V*(f) 和 Ts( 亡 都 是 可 测 集 .( 提 

示 : 这 两 个 集 都 是 有 限 个 可 测 和 矩形 的 件 集 ,) 

(5b》 如 果 f 和 8 是 非 负 图 数 使 得 对 于 一 切 * 有 了 (2) 志 g (0); 出 

VV Vf CV (8). 


(5c》 如 果 { 访 } 是 非 负 画 数 的 一 个 二 叙 列 ,并且 这 个 氢 列 处 处 收 笋 到 户 
其 {Ve(f)} 是 一 个 以 Ve( 了 ) 为 和 集 的 透 增 集 斤 列 ; 类 似 地 , 如果 {} 是 非 负 
醒 数 的 一 个 减 叙 列 , 井 且 这 个 氢 列 处 处 收 化 到 户 则 (TCD)) 是 一 个 Be"( 广 
为 交集 的 涯 减 集 氢 列 . 

(56) 如 果 7 了 是 一 个 非 负 可 测 画 数 , 则 7”*( 访 和 (万 都 是 可 测 集 .( 提 
和 未 ;如 果 y 是 有 界 的 则 存在 简单 夯 数 的 作 列 {8n} 和 {hn} 使 得 
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0<<gn ent f Eh thy, n=1, 2…， 

着 使 得 lim gw 二 lim hn 二 了.) 

(5e) 如 果 五 是 瑟 x 工 中 的 任意 可 测 集 ,aw 和 0 是 两 个 实数 ,其 中 w>0 
有 册 集 {(x 727:(xzyay 十 Be 瑟 } 是 天 x 了 的 一 个 可 测 子 集 .( 提 示 : 如 果 已 是 一 
个 囊 测 皇 形 , 结 葵 成立: 一切 能 使 千 论 成 立 的 集 组 成 一 个 ao- 环 .) 

(5f) 如 果 了 是 一 个 非 负 酌 数 使 得 VV*Cf)[ 或 (了)] 为 可 测 , 则 /是 一 
个 可 测 画 数 . (提示 ;关于 V*( 有 的 部 分 ， 只 须 证 明 对 于 每 一 个 正 的 实数 c， 
{XY:fCX) 之 co} 是 一 个 可 测 集 。 合 E 二 V*( 有 ), 央 


Ua{ C0:(x Ly+o)eE, 3>0)={05D:7(W>6 0) 


因为 可 测 和 矩形 的 边 是 可 测 的 , 由 此 郎 得 命题 的 糙 论 .》 
(5g) 如 果 称 集 (x,y); A(7) 二 7y} 为 医 数 (不 限定 是 非 负 的 ) 的 图 象 ， 
则 可 测 画 数 的 图 象 是 可 测 集 ， 


835. 乘积 测度 


我 们 现在 稳 纺 研 完 笛 卡 儿 乘 积 窥 闻 的 性 丑 ， 考 虑 乘积 空间 的 
分 支 室 间 不 但 是 可 测 空 间 , 井 且 是 测度 空间 的 情形 。 

定理 1。 设 (X,S,K) 和 (Y,T,?”) 是 o- 有 限 调 度 空 间 , 巨 是 
及 xY 的 任意 可 测 子 集 , 虽 定 义 在 辽 上 由 等 式 f(z) =?(CE2) 确定 的 
辑 数 以 及 定义 在 了 上 由 等 式 g(y)==k(E?) 确 定 的 画 数 g 都 是 


非 负 可 测 画 数 , 拓 鼎 
fa Jae 


证 其 。 设 M 是 由 能 使 竺 论 成 立 的 一 切 集 粗 成 的 类 , 旧 不 难 
看 出 , M 对 于 不 相交 可 列 余 的 运算 是 封 阴 的 。 由 4 和?” 的 o 叶 有 限 
性 可 知 , SxT 中 的 每 一 个 集 能 被 可 列 个 不 相交 可 测 护 形 的 余 集 
所 渡 盖 , 共 中 每 一 个 可 测 垂 形 的 边 具有 有 限 的 测度 。 由 此 可 具 , 如 
果 我 们 能 够 证 明 , 对 于 边 的 测度 为 有 限 的 每 一 个 下 测 护 形 , 它 的 每 
一 个 可 测 子 集 属 于 M, 旭 任何 可 测 集 都 将 属于 M., 换 一 旬 话 腕 , 定 
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理 的 放 明 只 须 在 有 限 测度 的 场合 下 进行 ;对 于 有 限 测度 , 下面 我 们 
证 明 , 每 一 个 可 测算 形 ( 因 而 , 可 测算 形 的 任何 不 相交 有 限 僚 ) 帮 于 
M, 关 且 M 是 一 个 单调 类 . 

设 E=AxB 是 一 个 非 空 可 测 讶 形 ， 基 有 fr(B)xX4 和 8 一 
LCA)Xs。 于 是 了 和 g 都 是 可 测 函 数 , 才 耳 


ff dr=u (tr B= fad 


M 是 单调 类 这 一 率 实 可 由 关于 画 数 列 积分 的 定理 (特别 是 
826 定理 4 和 827 定理 2 ) 导 弄 ( 测 度 4 和 ?的 有 限 性 器 明 这 些 定 
理 基 可 以 应 用 的 ) 

因为 由 可 测 征 形 的 一 切 不 相交 有 限 余 组 成 的 类 是 一 个 环 (§33 
定理 5), 需 且 根据 定义 , 全体 可 测 集 类 就 是 由 这 个 环 产 皇 的 0- 环 ， 
所 以 (86 定理 2 ) 每 一 个 可 测 集 属于 M, 定理 于 是 证 明 完 果 。 1 

定理 2。 裔 (X,S,L) 和 (Y,T,”r) 是 0 有 限 测 度 空 间 ; 对 于 
Sx 下 中 每 一 个 集 忆 令 


ME)= rE) die) = fucErary). 


期 集 画 数 是 一 个 o 呈 -有限 测 度 ， 霸 且 具 有 下 述 性 质 ， 对 于 每 一 个 
可 测 乍 形 4 x 8B， 

CAxB)=nCA) .7B). 
这 个 条 件 唯 一 地 确定 了 4。 

测度 ) 称 为 测度 和， 的 乘积 测度 ,， 仍 为 1 一 4xz 测度 空间 
(Xx 了 SxT,4x) 称 为 测度 宏 关 (X, 5S, 4) 和 (Y,T, 作 的 第 卡 几 
乘积 空间 。 

证 明 。 利 用 关于 单调 八 列 的 积分 定理 (827 定理 2 ， 并 参看 
27.3) 就 可 以 论 明 和 是 一 个 测 认 .4 的 呈 有 限 性 可 由 下 述 事 实 导 
出 。 及 x 了 的 每 一 个 可 测 子 集 能 被 可 列 个 具有 有 限 测 度 的 可 测算 
形 的 借 集 所 渡 盖 ; 哈 一 性 可 由 813 定理 1 导出 ， | 
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(1) 设 针 = 了 是 单位 区 间 ，S 二 T 是 至 体 波 雷 耳 集 类 ; 兮 KC(E) 为 记 的 
勤 具 格 测 庆 ,并 令 zy( 瑟 为 妃 中 之 点 的 数目 ， 如 果 D=={(%;):%=y 则 D 
是 到 x 王 的 一 个 可 测 子 集 使 得 


CDPaoau(oD 一 b VDD d=0. 


换 一 名 话说 ,如 果 在 定理 中 将 er- 有限 的 条 件 除去 , 则 定理 不 成 立 . 

(2) 两 个 o~ 有 限 完备 测 谋 空间 的 入 卡 儿 乘 积 空 间 不 一 定 是 完备 的 .( 近 
示 : 全 区 = 了 为 单位 区 向 , MM 是 关 的 一 个 不 可 测 子 集 ,y 是 中 任意 一 个 点 。 
考虑 集 Mx {2); 必 看 34.4.) 

(3) 说 (加 5, 由 是 一 个 全 o- 有 限 测度 空间 , (Z,T,Z 是 数 直 钱 ， 其 中 
T 是 至 体 波 雷 耳 集 类 ,v 是 勒 具 格 测度 ;并 设 1 一 人 xy 我们 已 榴 看 到 (34.5)， 
对 于 定义 在 关上 的 每 一 个 非 负 可 测 西数 亡 因 而 对 于 每 一 个 非 久 可 积 面 数 坟 
将 奈 集 V*(f) 和 VC 了 ) 部 是 下 xY 的 可 测 子 集 ; 现在 我 们 断言 。 

MV = VD) = fdp. 
(提示 : 考 处 刘 关 于 以 简单 本 数 玉 交 近 画 数 以 及 关于 画 数 列 积分 的 已 知 精 花 ， 
只 须 对 于 简单 丽 数 就 明 上 列 等 式 .) 这 个 等 式 在 央 记 积分 理 葵 的 另 一 个 有 
统 里 , 用 末 作 为 | fdk 的 定义 ; 这 就 是 “积分 是 前 六 下 的 面积 "这 一 种 鹃 法 的 
一 个 精确 的 表达 方式 . 

(4) 在 (3) 的 假 讽 条 件 下 , 可 测 酌 数 的 图 象 是 测 旗 为 零 的 集 . (提示 : 只 须 
考虑 定义 在 公有 限 测度 罕 间 上 的 非 负 有 界 可 测 画 数 , 而 对 于 这 种 醒 数 可 以 应 
用 (3).) 

(5) 设 0X, 5,1) 和 (Y,T,) 是 ao- 有 限 测度 答 闻 ，X 一 wxz 则 对 于 

oo 
HCSxT) 中 的 每 一 个 集 也 和 *(B) 是 形 如 》 (Ew) 的 和 数 的 下 殉 界 ， 其 


二] 


中 {4} 是 这 盖 巨 的 可 浏 短 形 列 . (提示 ;次 看 33.3, $10 定理 1, 和 8.5.) 


$36。， 富 比 尼 冠 理 


在 本 省 中 我 们 将 研究 乘积 空间 上 的 积分 与 分 支 空间 上 的 积分 
之 问 的 关系 。 在 整个 这 一 节 里 ,我 们 假定 : | 
(CS 和 (7 T 力 是 0- 有限 测 度 空 间 , /=4xy7 是 SxT 上 
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的 乘积 测度 。 
设 定义 在 XxY 了 上 的 画 数 九 能 使 它 的 积分 有 定义 (例如 , 车 有 
为 可 积 画 数 或 非 代 可 测 函 数 ), 则 积分 记 为 


fac Rw fic ya xn 
并 称 为 的 重 积分 。 设 及 能 使 
fh ar ty) = 
有 定义 ， 半 且 上 fdu 也 有 定义 , 旧 六 惯 上 记 为 


fr an=f facss yy ararcs) = /arco hcz, Wd). 
类 似 地 , 如 果 g 是 定义 在 了 上 由 锋 式 
fr warcw =g0) 
确定 的 画 数 ,其它 的 积分 (车 存在 ) 记 为 
fsar=f facss waar = Jar f hcr, warn. 


积分 | faradr 和 | 用 dvdu 称 为 & 的 骤 积 分 我 们 用 下 面 的 了 号 ， 


表示 上 在 了 xY 的 一 个 可 测 子 集 瑟 上 上 的 重 积分 和 合 积 分 ， 也 就 是 
Xah 的 重 积分 和 登 积 分 : 


fen Js Jfaaa 


由 于 ( 集 或 画 数 的 ) 忆 -被 日 是 由 及 中 的 点 所 人 确定 的 , 所 以 , 如 
杂 我 们 识 ,“ 某 一 个 命题 对 于 几乎 每 一 个 基 惟 口 成 立 ”， 这 就 意味 
著 使 得 命题 不 成 立 的 点 zx 所 成 的 集 是 蕊 中 一 个 测度 为 震 的 集 。 
类 个 地 可 以 定义 “几乎 每 一 个 民 截 口 ? 这 一 中 法 。 如 果 一 个 命题 
同时 对 于 几乎 每 一 个 X- 截 口 和 几乎 每 一 个 关 截 口 成 立 ， 我 们 就 
可 命题 对 于 几乎 每 一 个 截 口 成 立 . 
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下 面 是 一 个 简单 然而 重要 的 定理 。 
定理 1， 入 x 了 的 可 调子 集 瓦 具有 检测 度 的 必要 和 充分 条 件 
是 :几乎 每 一 个 及- 截 口 [或 几乎 每 一 个 天 截 口 ] 具 有 零 测度 。 
证 明 。 根 据 乘积 测度 的 定义 , 我 们 有 
| preyancs), 
ACE) 一 
1 jzoacn。 
如 果 %(E) = 0, 划 上 式 右 端的 两 个 积分 是 有 限 的 , 所 以 (根据 825 定 
理 2 ) 它 们 的 非 负 被 积 丁 数 必须 几乎 处 处 为 办 。 另 一 方面 , 如 果 任 
何 一 个 被 积 画 数 几 乎 由 处 为 零 , 则 XE) 二 0。 上 
定理 2。 如 果 记 是 定义 在 全 xY 上 的 非 负 可 测 务 数 , 旧 


fia x» =f fa arar=f fh avan. 
证 明 。 如 果 帮 是 一 个 可 测 集 五 的 特征 画 数 , 则 有 
fiswar)=r Ey 和 Jeanco=pCEo)， 


由 835 定理 2 即 得 定理 的 糙 葵 。 在 一 般 情 形 ， 我 们 可 以 选取 一 个 
处 处 收 敏 到 瑚 的 非 负 简单 画 数 的 增 叙 列 { 记 ,) ($20 定理 2 ) 。 由 于 
简单 画 数 是 有 限 个 特征 画 数 的 入 性 粗 合 ， 所 以 定理 的 精 论 对 于 每 
一 个 h, 成 立 。 
根据 827 定理 3, 有 

lim, / 起 一 | had. 
兮 

广 (站 = / hs Cty Yr Cy), 


到 由 急 列 (4,} 的 性 质 可 知 , {4) 是 非 负 可 测 丽 数 的 一 个 增 叙 列 ,这 
个 禾 列 处 怒 收 伊 到 
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f(D = /er 人 y) 


(参看 827 定理 2)。 由 此 可 此 , 了 是 可 测 的 (并且 显然 是 非 负 的 ); 
再 应 用 一 次 827 定理 2 就 得 到 下 面 的 结 花 : 


lm ， 1 fadu= / fdu. 


这 就 证 明了 重 积分 与 登 积分 之 一 相等 ; 类 似 地 可 以 永明 重 积分 与 
另外 一 个 到 积分 相等 。 上， 

下 面 这 个 定理 普 到 地 被 称 为 窜 比 尼 定 理 ， 定 理 1 和 2 有 了 时 也 
被 称 为 寅 比 尼 定理 。 

定理 3， 座 及 是 定义 在 及 xY 了 上 的 可 积 画 数 ， 则 及 的 几乎 每 
一 个 截 口 是 可 积 的 。 如 果 画 数 了 和 8 分 剧 由 等 式 


f(x) = /iz, ydr(y) 和 g(y) 一 je man 人 am) 
确定 , 则 和 g 都 是 可 积 的 ,着 且 


[ra x = /ra= far. 


证 明 。 因 为 实 值 画 数 为 可 积 的 必要 和 充分 条 件 力 是 它 的 正 部 
和 负 部 为 可 积 ， 所 以 我 们 只 须 考 虚 画 数 h 为 非 负 的 情形 .在 这 种 
情形 下 ， 由 定理 2 即 得 定理 中 最 后 的 等 式 。 由 于 非 员 可 测 面 数字 
利 g 具有 有 了 版 的 积分 ， 所 以 它们 是 可 积 的 。 这 个 性 质 届 明了 和 
g 是 几乎 难处 有 限 的 ， 六 此, 瑚 的 截 口 具 让 定理 中 所 述 的 可 积 性 ， 
定理 于 是 证 明 完 时 。 i 

(1) 说 天 是 势 为 只 1 的 一 个 集 ，S 是 由 一 切 可 列 集 及 其 余 集 组 成 的 类 ; 
对 于 S 中 的 4, 范 4 是 可 列 的 ; 令 ALC4) 一 0, 若 人 是 不 可 列 的 ， 划 令 K(C4) 
二 1. 设 (Y,T,v) 二 (XS, 1), 是 了 Xx 了 的 一 个 子 集 ; 它 在 每 一 个 重 直 下 
纺 上 古 可 列 的 ， 而 对 于 每 一 个 水 平面 黎 5. 工 一 忆 是 可 列 的 (参看 3L.11), 间 
谱 廊 是 鼎 的 特征 责 数 , 则 娘 是 一 个 非 负 疼 数 使 得 


Y hlw 7) dn (7)=0, Va, adv) =1. 
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这 个 例子 并 不 是 定理 2 的 反例 , 为 巷 么 ? 

(2) 设 (XS, 人 和 (了 ,Tv) 是 具有 勒 只 属 测度 的 单位 区 间 ， EE 是 Xx 
的 一 个 于 集 ， 使 得 对 于 每 一 个 4 和 过 一 个 y,，Ex 和 和 六 一 上 ”都 为 可 列 (参看 
(D)， 则 已 是 不 可 测 的 ， 

(3) 下 面 所 逃 的 是 本 节 定 更 的 一 个 有 趣 的 扩充 ， 识 (ZS, 上) 是 一 个 全 
有 限 测度 空前, (Y, T) 是 一 个 可 测 空 前 使 得 了 eT。 假定 对 于 下 中 几乎 每 一 
个 为 有 T 上 的 一 个 有 限 测度 vs 与 之 对 应 ， 并 满足 下 述 条 件 :对 于 了 的 每 一 
个 如 定 的 可 测 子 集 BB, 著 合 由 ( 妇 一 zz(B)， 期 由 是 定义 在 站 上 的 一 个 可 出 
两 数 ， 令 vB) 二 vx(B)dp(x)， 如 果 g 是 定义 在 了 上 的 一 个 非 负 可 测 画 
数 , 并且 爹 fx) 一) &(?)dzx(7)， 划 是 定义 在 X 上 的 一 个 非 负 可 测 酚 数 ， 
并 且 有 7du= sdv. 

(4) 富 比 下 定理 的 普 明 在 有 些 文献 中 比 我 们 所 给 由 的 荐 明 香 为 复杂 些 ， 
这 是 由 于 将 增补 成 为 完 双 测 度 而 引起 的 ， 换 一 名 话说 ， 如 果 将 的 为 
本 节 的 几 个 定理 仍然 成 立 . (提示 ， 每 一 个 《5xT) 可 测 的 酷 数 必 与 一 个 
(Sx TT) 可 测 的 丽 数 几乎 处 处 相等 [X]; 大 看 21.1.) 

在 以 下 (5) 至 (9) 中 ， 我 们 假定 测度 空间 (X, SA 和 (了 ,T, 六 都 是 公有 
限 的 ， 容 易 脸 诈 ,得 此 的 精 论 豆 以 扩充 到 全 o- 有 限 测度 空间 的 情形 , 因而 也 
可 以 扩充 到 两 个 ec- 有限 测 庶 空 间 的 乘积 室 关 中 每 一 个 可 测 子 集 上 . 

(5) 该 已 和 已 是 着 x 世 的 可 测 子 集 使 得 对 于 不 中 [几乎 ] 每 一 个 zx 有 
7( 且 一"( Po， 则 入 ( 尼 ) 一 MF) 。( 这 个 命题 的 其 些 特殊 情形 常 以 不 严格 的 
形式 表达 出 来 而 称 为 开 伐 里 里 原理 .) 

(6) 设 f 和 gg 分别 是 定义 在 六 和 Y 上 的 可 积 画 数 ， 则 由 等 式 h(x,y)= 
fz)&8(y) 磅 定 的 豆 数 月 是 定义 在 基 x 了 上 的 可 积 丽 数 ， 寻 且 


NhaCpx r=)f dp (gay. 

(7) 设 pCX)=v(Y)=1，Aho 和 Bo 分 别 是 了 和 了 的 可 测 子 集 使 得 
wt40) 一 wx(Bo) = 到 讽 X 是 (4oxY) A (Xx Bo) 的 特征 配 数 ,并 全 f(xy) 
一 2X 《(%;9)， 如 果 对 于 瑟 x 了 的 每 一 个 可 测 子 集 E, 命 

HE)=) f(D) (sD), 
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则 和 是 Sx TT 上 的 一 个 有 限 测 度 ， 具有 下 述 性 质 : 当 AeS, BeT, 有 入 (4x 
Y)==j(4) 和 入 (Xx B) 二 v(B). 换 一 句 话 襄 , 乘积 测度 入 井 不 是 由 它 在 这 
些 特 萄 矩形 上 的 值 所 唯一 确定 的 . 

(8) 乘积 窑 闭 的 存在 性 常用 下 述 直接 但 比较 复杂 的 方法 来 让 明 。 由 可 
测算 形 的 一 切 不 相交 有 限 饼 宜 成 的 类 是 一 个 环 R ($33 定理 5 ); 如 果 

[1 CAix Bi) 和 和 UjiCC;x DD) 
是 R 中 同一 个 集 氏 两 种 才 示 发 式 , 则 因 
Ur UT rainN cn) x Bin D)] 

是 这 个 集 的 另 一 种 表示 方式 ,我 们 有 


Dd) wv(B) = Yue) -v(D)). 


i=l j=l 


换 一 句 话 家 ,等 式 
AU YAix Bi)) = Dyn(Ai) wv(Bi) 
i 一 1 


唯一 地 确定 了 定义 在 R 上 的 一 个 集 琴 数 和, 可 以 证 明 ( 主 要 是 对 于 R 中 之 集 
证 明 一 种 较 器 形式 的 富 比 尼 定 理 ), 入 是 一 个 测 麻 ,对 于 这 个 测度 可 以 应 用 测 
刻 的 扩张 定理 ($13 定理 1 )， 
(9) 设 妇 和 BB 分 串 是 针 和 了 的 任意 子 集 (不 一 定 是 可 神 的 ), 则 
(AxDB)=p* A) (B). 

(提示 ; 设 4* 和 B* 分 踢 是 4 和 B 的 可 测 复 盖 , 则 由 关 邓 式 4x BcA*xB* 
可 以 推出 和 *(4xB)<h*(4)*w*(B)、 另 一 方面 ， 考 虚 4xB 的 一 个 可 测 
复 盖 EE*, 可 以 导出 反方 向 的 不 等 式 . 由 于 BE*N (A*xB*) 也 是 A4xB 的 一 
个 可 测 复 盖 , 我 们 可 以 假定 EE*c A*x Br*. 根 据 富 比 尼 定理 ,我 们 有 


NE) vB dp(s) Su A) B).) 


83?， 有 限 厅 乘积 经 


前 面 我 们 建 六 了 两 个 因子 的 乘积 空间 的 理论 ; 现在 我 们 要 研 
穹 怎样 可 以 将 这 个 划 论 扩充 到 有 限 个 因子 的 红 合 。 设 4( 之 让) 是 一 
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个 正 整 数 , 1,…, 关 , 是 个 集 ; 由 一 切 形 如 (x,…,Xw) 的 元 素 钥 成 
的 集 , 其 中 xit 六,, 1 一 1,…, 7, 称 为 这 些 集 的 笛 卡 儿 乘 积 空间 ， 访 
为 
1 xX.… Xx 及， 或 XX 或 X {XK:: i=1,.…,7)。 

营 4; 是 Xi 的 任意 子 集 ,i1 一 1，,…,z, 则 称 集 头 于 4; 是 一 个 算 形 . 

对 于 第 卡 儿科 积 , 正如 同 对 于 一 种 代数 运算 , 我们 要 探讨 一 下 
它 是 否 满 足 千 合 律 。 例 如 , 若 Xi, Xs 和 Xs 是 三 个 集 , 则 不 改变 它 
们 的 次 序 我 们 可 以 作出 三 个 新 的 集 ，(X1 x X2) x Xs,，X1 Xx (X2 Xx 
六 3) 和 和 1 XXXs。 在 怎样 的 意义 下 我 们 可 以 将 这 三 个 第 卡 儿 
乘积 空间 看 作 相 等 呢 ? 显然 ,它们 并 不 是 由 相同 的 元 素 钥 成 的 ;将 
《Cz XT2),T3) 和 《zt1, 2, Xa) 混淆 起 来 是 不 对 的 。 然 而 , 在 上 述 三 个 
第 卡 儿 乘 积 空 疝 的 每 两 全 之 问 , 存在 一 个 很 自然 的 一 一 对 应 关系 ， 

《CCzly 72)，7Z87， 《zl (xzay Ta) ) 和 CX1, ay Xa) 
互相 对 应 的 关系 。 对 于 笛 卡 儿科 积 空 半 的 那些 使 我 体感 兴趣 的 结 
构 性 的 性 里 来 改 , 这 个 对 应 关系 能 使 它们 保持 不 变 , 因此 我 们 以 后 
将 上 述 三 个 乘积 永远 看 作 是 恒 等 的 。 双 如 对 于 七 个 因子 的 情形 ， 
我 们 将 集 ((Xi Xx 站 2) xXs) x 《CXs XxX 及 6) x (Xe x XX7)) 的 元 素 

CCCTis Za Ta), CTa, Ts), Cres T7))) 
看 作 就 是 集 人 1 x 2 x 六 3 X 站 4 x 及 s x 叉 。 x XI 的 元 素 
《zl T2, Xs, Th Ts, 6 TI) 。 

上 面 所 述 恒 等 的 意义 ， 使 我 们 在 许多 定理 的 装 明 里 ,得 以 将 语 
名 的 委 述 简单 化 。 例 如 ， 我 们 可 太 将 XX x… x 有 ;看 作 每 次 取 两 
个 因子 的 连 箭 积 : 

(CC XKa) xX Ka) Xi) x Xs 

于 是 我 们 就 可 以 利用 数学 妇 灿 法 来 用 明 与 $833 中 定理 相 类 位 的 定 
召 .。 但 在 表达 这 些 娃 论 时 必须 稻 加 注意 ， 以免 错 恋 .例如 将 名 3 
定理 4 推广 , 它 的 正确 的 设法 如 下 。 如 江 
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E= Xi A,, F= KiB; 和 G= XI,C 

-= 个 非 汪 年 形 ， 划 瑟 成 为 屎 与 C 的 不 相交 合集 的 必要 和 充分 条 
件 是 ; 存在 正 整 数 7]1 世 7] 世 %， 使 得 A; 是 BB 与 G 的 不 相交 父 集 ， 
并 使 得 对 于 i 了 7 有 

Ai;= Bi=C;. 
关于 (和 集 或 机 数 的 ) 截 口 的 概念 ,也 需要 稍 加 修改 ; 由 X; 中 的 点 石 
所 确定 的 ， Xi 和 ;中 某 集 的 Xy- 截 口 是 
X {ZX;: 1T<z< zz 了 人 
的 一 个 子 集 - 
设 (X;, SD ,i 一 1,…,7, 是 可 测 袜 并 ,我 们 用 记号 
S X…XxS, 或 -15; 或 Xi {Si:i 一 1,…,n} 

表示 由 形 如 义 让 1 4; 的 一 切 矩 形 的 类 产生 的 0- 环 ， 其 中 A,¢eS,， 
i 二 1,…,7; 大 定义 可 测 空 间 (Xax … x 及 ,Si1X… XxS,) 为 上 述 
个 可 浏 窑 间 的 第 卡 几 屠 积 空间 。 由 此 可 知 ， 可 测 集 [或 可 测 函 数 ] 
的 每 一 个 截 口 是 可 测 集 [ 或 可 测 画 数 ]. 设 有 个 呈 有 限 测 度 宏 间 ， 
(CX; Si 0) ,7 二 1,…, 7 利用 数学 归 缚 法 可 以 定义 它们 的 第 卡 儿 乘 
积 空 间 ， 在 Si x… xS,. 上 存在 唯一 的 一 个 测度 K( 训 为 LW1x…x 
Ln), 使 得 对 于 每 一 个 可 测 和 矩形 41 x… x 4 有 有 


uCAix x 4A) = TE a). 


富 比 尼 定 理 也 可 以 直 搂 加 以 推广 ， 因 而 在 一 个 乘积 空间 中 可 积 范 
数 的 积分 可 以 化 为 任何 次 序 的 登 积分 而 加 以 计算 。 
加 怖 上 我 们 称 钱 积 空间 六 = X 区 1 X; 是 二 共 的。 我们 引用 这 
个 术语 , 井 不 是 要 对 杂 数 构 念 葵 以 定义 , 也 大 不 认为 对 于 一 个 宏 间 
来 发 维 数 是 它 的 内 在 结构 性 的 性 质 ， 击 只 是 用 来 提醒 我 们 由 分 支 
空间 X; 构成 天 的 方式 。 同 一 个 测度 密 间 ， 可 能 有 时 被 看 作 是 三 
稚 的 ,而 有 时 却 被 看 作 是 二 维 的 ; 例如 , 若 4 二 3, 我 们 可 以 将 及 在 
作 关 ,x X2Xx 关 3, 也 订 以 看 作 Xo x 六 (其 中 Xo= Xi x 2)。 
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在 以 下 (1) 至 (外 ) 中 , 我 们 假定 Xi 基数 直线 ，Si 还 全 体 波 雷 耳 集 类 , Ai 是 
勒 具 格 测 度 ,? 二 1，…, 14 并 兮 
(X, SA 一双 于 (Si pHi). 
(1)》 o 一 环 S 中 的 集 称 为 如 雁 欧 几 里 得 空间 的 波 雷 耳 集 .全体 波 塘 耳 
集 类 就 是 由 全 体 开 集 类 产生 的 o~ 环 . 
(2) 设 内 是 定义 在 互 上 的 波 雷 耳 可 测 酌 数 ，(7, T) 是 一 个 可 测 空 间 使 
得 YeT， 廊 …， 轧 是 定义 在 了 上 的 实 什 可 测 锁 数 ， 则 由 等 式 了 (y) = 
中 (万 (7)， 万 ( 轨 ) 确 定 的 范 数 产 是 定 义 丰 了 上 的 可 测 融 数 (参看 $19 定 
理 2). 
(3) 完全 测度 P 称 为 # 扒 勒 具 格 测度 ，S§15 和 16 中 强大 部 分 桔 论 对 于 
人 都 成 立 ， 特 别 是 ,车 U 和 C 分 别 是 双 体 开 和 集 类 和 全 部 阴 桌 类 , 则 对 于 下 的 
每 一 个 子 集 E, 有 
RAY* (五 ) 一 inf EcUeU} 
和 MalE)=sup{ HC): ESCeC)}. 
(4) 语 全 是 由 关 乐 式 ， 
TOxb 5 Xn) = (yy Yn), ys 一 > cr Xj bi, 了 一 1 和 
一 
确定 的 线性 变换 , 划 对 于 六 的 每 一 个 子 集 五 ; 有 
pTOE)D)=IALp CE) 和 NAs(T (已 )) 一 [和 | vs 人 (五 )， 
其 中 心 是 矩阵 (Ci 四 的 行列 式 .〈 提 示 : 只 须 对 以 区 间 为 边 的 可 测 和 矩形 玖 证 了 
这 个 命题 . 首先 考虑 下 列 特殊 情形 ， 
(4a) 往 一 好 十 万， 下] NH, 
(4b) yi=zxi 车 了 天 Ek; 芒 一 4 Vk=Xj, 
《4c) yi 二 Ki 落 8 汉 方 yj 二 如 士 Xt， 其 中 kj 
(4d) yi=xi 车 2 了 1 9j 二 CXj. 
要 永明 一 般 的 博 形 , 可 以 将 了 写成 上 列 四 种 情形 的 变换 的 滋 积 .) 
(5) 定义 在 不 上 由 等 式 
中 (XDA 一 Ap j=1,.…, 
依 定 的 柄 数 办 , 是 可 测 画 数 . 
(6) ## 稚 勒 愉 格 测 麻 可 以 不 代 助 乘积 空间 的 一 般 理 葵 而 定义 . 孝 虐 空间 
Xi1X… XXms 其 中 XX 二 六 二 单位 区 间 . 对 于 关中 每 一 个 xX) 识 xX 二 0.@ia ay 
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是 它 的 一 个 二 进位 小 数 嵌 开 式 ,并 合 
Ni O00 nt ionti t=1,.…,n 
(对 于 具有 两 种 二 进位 展开 式 的 x, 到 定 一 种 展开 式 ; 例如 ， 可 取 它 的 有 尽 展 
开 式 ) 。 由 关 采 式 T 了 (4) 二 (x …, 和 wn) 确定 的 由 卫 划 A Xx… XX 的 变换 并 
具有 下 述 性 导 ， 营 忆 基 XXx… x XX 的 可 测 子 集 , 旭 7 一 !( 五 ) 一 人 YX: T(x) 
e 歼 } 是 元 的 可 测 子 集 〈 要 永明 这 个 事实 ， 可 考 虐 巨 是 矩形 井 且 玖 的 边 是 以 
二 进 有 理 数 为 端点 的 区 间 的 情形 )。 等 式 (Kitx … x pw) (五 ) 一 K(T 一 (已 )) 
(其 中 凡是 关中 的 勒 具 客 测度 ) 可 以 用 来 作为 且 积 测度 Kj Xx… x bn 的 定义 3 
这 个 定义 与 我 们 以 前 所 述 的 定义 是 一 致 的 。 
《7) 利用 对 角 线 法 , 兮 

XL 一 0.Qloo C4 ty 

MX 一 0.Qa as Ca 02… 

和 一 0.06 Cg og C18…, 


了 一 0.010004C19 025… 


则 (6) 中 所 迹 的 程序 可 以 推广 ， 从 而 类 似 地 得 出 在 一 个 “无 限 礁 ? 欧 几 里 得 空 
天 中 乘积 测度 的 定义 。 
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要 将 乘积 空间 的 理论 推广 到 条 数 为 钨 卫 的 情形 ， 第 一 步 是 很 
自然 的 . 设 (Xi) 是 一 个 集 氢 列 , 由 一 切 形 如 (es zz,…) 的 叙 列 租 成 
的 集 , 其 中 心 EXi 一 1 23, …， 称 为 集 叙 列 的 笛 卡 儿科 积 空间 , 记 为 

X=— Xi Xi。 

但 车 每 一 个 X; 是 一 个 测度 鹤 间 , S: 是 由 它 的 可 测 集 粗 成 的 一 个 
co- 环 ;上 是 S 上 的 一 个 测度 ， 则 在 下 中 可 测 性 与 测度 的 构 念 应 该 
怎样 定义 , 就 不 是 很 明显 的 了 。 在 本 节 中 ,我 们 将 在 下 面 的 假设 条 
件 下 葵 出 它们 的 定义 :空间 X; 是 人 有 限 测 度 空 间 , 并 且 K(X)) = 
1,1 二 1,2,…。 我 们 注意 到 ， 对 于 任何 一 个 至 有 限 测 度 宏章 (X,S,， 
,只 要 K(X) 浆 0， 总 可 以 将 每 一 个 可 测 集 的 测度 除 以 4(X), 因 
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而 得 到 一 个 新 的 测度 , 使 得 整个 空间 的 测度 为 1. 然而 我 人 也 将 看 
到 ， 由 于 1 这 个 数 在 乘积 (特别 是 乱 限 个 因子 的 乘积 ) 的 形成 中 占 
有 特别 重要 的 地 位 ， 所 以 K(X)) =1 稳 不 只 是 一 个 普通 的 条 件 而 
已 。 

更 在 假定 , 对 于 每 一 个 1 二 1, 2,…，X; 是 一 个 集 ，Si 是 由 X， 
的 子 集 锈 成 的 一 个 0 代数 , 由 是 S; 上 的 一 个 测度 , 大 和 且 Li(X2) = 
1. 在 这 种 情形 下 , 我 们 定义 算 形 是 形 如 灸 站 14; 的 集 , 其 中 对 于 所 
有 的 ?有 4iCXi， 枉 上 除去 有 限 个 的 值 外 有 4A; 一 XX,。 丢 形 
义 二 ,4 称 为 可 测 搬 形 , 若 每 一 个 4,; 是 闷 的 可 测 子 集 ; 根据 上 面 的 
条 件 可 知 ， 这 只 是 加 之 于 有 限 个 4; 的 限制 条 件 。 设 SS 是 由 全 体 
可 测 策 有形 类 产生 的 0- 环 (事实 上 它 也 是 一 个 0 代数 )， 记 为 S= 
XX 二 ,Si 义 这 ,Xi 的 子 集 车 属于 S, 则 称 为 可 测 集 。 

设 是 全 体 正 整数 集 7 的 任意 子 集 ， 

T= (XT1) 2 "*') 和 y= yi ya) 
是 两 个 点 ;如果 对 于 J 中 每 一 个 有 石 ==%， 旧称 点 ZX 和 y 在 J 上 
相合 , 记 为 Xz 三 y(J)。 设 五 是 XX 的 一 个 子 集 ,满足 下 述 条 件 ; 车 并 
三 y(J), 上 则 和 yy 或 者 都 在 五 中, 或 省 都 不 在 E 中 ,二 孝 必 居 共 
一 ;我 们 称 巨 是 一 个 J- 柱 面 。 换 一 旬 话 襄 , 对 于 任意 一 个 点 , 车 改 
变 它 的 那些 指标 不 在 了 中 的 坐标 , 刻 不 能 使 原 米 在 五 中 的 点 移出 
巨人 外 ,也 不 能 使 原来 不 在 巨 中 的 点 进 玉 到 中 ,上 则 瑟 是 一 个 和 柱 面 
(参看 6.5d) 。 例 如 车 J 二 {1,…,#}, 4 是 总 的 任意 子 集 ，7 一 
1,… ,7 剧 簿 形 A1 x… x 4 x 六 st XXnrzX… 是 一 个 小 杜 面 。 
我 们 将 采用 下 面 的 记号 ， 
XD Xi 9 n=0, 1,2, .3 
根据 我 们 记 作 的 关于 乘积 宏 间 恒久 的 规定 ， 我 们 可 以 写成 = 
多 二 一 (XX 及 X 及 9， 与 == 卫 ) 一 样 , 每 一 个 了 ("是 
一 个 矮 耻 杂 冬 积 空 阅 , 因此, 施行 于 六 的 论点 (在 以 上 和 在 后 交 中 ) 
可 以 同样 用 之 于 天。 对 于 下 x…X 中 每 一 个 点 (zi yo) 
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入 中 每 一 个 集 轧 我 们 以 记号 五 (z1,…, zw) 表示 由 (x1 *…) 区 wn) 
依 定 的 EC 在 及 ?中 ) 的 稚 口 。 我 们 看 出 ,了 中 [可 测 ] 征 形 的 每 一 
个 这 种 截 口 是 工人 2 中 一 个 [可 测 ] 矩 形 。 

定理 1。 诊 J={1,…,n}), 并 部 玉 的 子 集 巨 是 一 个 [可 测 ] 冯 
柱 面 ， 则 =AxX" ,其 中 扩 是 总 Xx… XX, 的 一 个 [可 测 j] 子 
集 。 

证 明 。 合 (rar 了 a429…) 为 及 中 中 任意 一 个 点 ，A4 为 由 这 个 
点 人 确定 的 (在 吾 Xx… x 及, 中 ) 的 X2- 截 口 。 因 为 集 刀 和 4x 
”和 CD 都 是 本 柱 面 , 可 内 车 和 中 一 个 点 (zt zz …) 属 于 这 两 个 省 柱 
面 中 任何 一 个 , 划 点 (z1，… Tn Prrpzntop 9) 也 属于 同一 个 二 
柱 面 。 但 著 点 (zu …* zw， Xn Zato …) 属于 两 个 亲 柱 面 五 和 
Ax 及 9 中 的 一 个 ， 则 显然 这 个 点 也 属于 这 两 个 J- 柱 面 中 的 另 欠 
一 个 。 同 样 的 推理 训 明 ,车 (x1,… “Tn Tarp -nt29 “ …) 属于 两 个 六 
桂 面 中 任何 一 个 , 则 (Czo …，zw， or Xnt29…) 世 属于 同一 个 闻 
柱 面 ; 因此 ;和 4x 和 52 是 由 同样 的 点 组 成 的 。 根 据 884 定理 1 
可 知 , 若 巨 是 可 测 的 , 旭 4 也 是 可 测 的 。1 

总 吧 和 ?是正 整 数 , mz 之 n, 则 站 的 非 空子 集 巨 可 能 弃 是 一 个 
{1, …,7)- 福 面 ， 同时 又 是 一 个 {1， …5 7)} 一 柱 面 。 根 据 定 理 1, 我 们 
有 

E=AxX™ 和 EFE=BxX'"”, 
其 中 4CC 玉 XxX… xZsBCXIiXx… x 尺 ,。 因 为 上 面 两 个 等 式 中 的 
第 一 个 可 以 写成 下 列 形式 ， 

E=(Ax Bx XR XK, 

根据 833 定 到 3 就 有 B= 二 A x x… x 及 ,。 由 此 可 见 , 著 石 是 
可 测 集 , 从 而 4 和 B 多 是 可 测 集 , 则 

(U1 Xe XU CA) = WX XH) CB), 
因此 ,对 于 每 一 个 可 测 {1,…,7})- 柱 面 A x 及 0", 若 合 

LCA XK = Cu x xp) (A), 
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则 上 是 具有 人 确定 意义 的 一 个 集 画 数 . 4 的 定义 域 记 为 下, 它 是 由 多 
体 具有 下 述 性 质 的 可 测 集 巨 租 成 的 类 ,对 于 的 某 一 个 值 ; 玉 基 一 
个 入 ，…, 2})- 柱 面 ; 下 中 的 集 可 以 称 为 卫 的 有 限 雁 子 集 。 容易 战 
证 ,F 是 一 个 代数 , S (F) 一 S, 并 世 定 义 在 F .上 的 集 画 数 4 是 非 负 
有 限 值 集 责 数 ,具有 有 限 可 加 手 . 

与 和 4 相仿, 我 个 在 空间 及 仆 中 可 以 完 双 类 似 地 定义 FF 
和 上 ?22 一 1，2),…。 根 据 上 池 中 得 出 的 关于 有 限 维 乘积 空间 的 性 
竺 ;如果 五 属于 下 , 则 每 一 个 形 如 ECz1,…, x,) 的 截 口 都 恬 于 人， 
赫 且 

pCE)= ff et Ee em) ) der) dn Cr). 


定理 2， 褒 {(X;, S;, 4;)) 是 公有 限 测 度 空 间 的 一 个 似 列 ， 
上 (XiD) 二 1, 基 在 o 代 数 S 一 名,S; 上 存在 唯一 的 一 个 测度 J， 使 
得 对 于 每 一 个 形 如 AX 及 "的 可 测 集 互 有 

LCE) = (Hi Xe x 0) AA), 
测度 4 称 为 测度 wi 的 乘积 测度 , 记 为 4 一 义 wii; 测度 空间 
(Xi Eis XS Xie 

称 为 测度 空间 XZ; 的 笠 卡 儿 乘 积 空间. 

在 明 。 我 们 只 须 永明， 定义 在 由 等 体 有 限 灯 可 测 集 组 成 的 代 
数 F 上 的 集 画 数 & 在 0 是 上 过 悉 的 ， 也 就 是 脱 ， 如 果 { 已 ,} 是 下 中 
之 集 的 减 狗 列 使 得 0<-e<w( 思 ) 必 一 1 2 … 则 必 有 门 沁 忆 尖 0; 然 
后 引用 89 定理 6 和 818 定理 1, 就 完成 了 本 定理 的 证 明 。 


合 万 = zi po (本 CzD) 之 二 则 由 关系 式 


nCB) = {uCE te)) dn) — 
=- / NOCE Cr) ) di Cx) + / ,CE Cn) du Cr1) 
Ey Fy 


得 到 K( 羽 ) 委 和 (局 ) + 了， 因此 
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(>。 


由 于 {万} 是 Xi 的 可 测 子 集 的 一 个 戌 手 列 , 并 且 L (具有 可 列 
可 加 性 ) 在 0 是 上 这 种 的 ， 因 此 在 Xi 中 至 少 存在 一 个 点 使 得 


RD( 司 GD) 之 5,j 二 1,2,…。 又 因 { 如 (71)} 是 X 中 的 可 测 子 集 的 一 
个 减 叙 列 ， 所 以 刚才 施 之 于 X, { 思 ) 和 8 的 论点 可 以 同样 用 之 于 
XK", {Bz} 和 中 一 个 点 如 使 得 4?( 玉 (Zi,72)》 


之 卫 ,j 二 1, 3,…。 这 样 焰 禹 下 去 ,我们 得 到 一 个 氢 列 {Z1 za …]} 使 
得 KE n=1,2, …, 并 使 得 


= 一 一 £ 本 
HVE x1 “iy 7”)) 社 本 -， j=1,2,.…。 


现在 我 们 证 明 , 点 (zi zo，…) 属 于 门 这 , 互 。 考 虑 任意 一 个 互 ， 

尘 设 bE 是 一 个 代 ,…,n)- 柱 面 。 由 关系 式 

WNCE CT tn)) >0 
可 知 , 万 中 至 少 有 一 个 点 《ZX1 Za …) 使 得 2 一 2 i 二 1,…,n。 轩 为 
互 是 一 个 {1,…,7)- 柱 面 , 所 以 (ray zx2,…) 属 于 马 . ! 

(1) 对 于 本 节 的 车 葵 来 说, 指标 集 了 为 至 体 正 整 数 集 这 一 条 件 并 不 是 主 
要 的 ; 任何 可 列 的 无 限 集 都 可 以 用 来 作为 7 按照 定义 , 空间 X 一 处 {Xi:i ee 了 } 
是 由 定义 在 了 上 具有 下 述 性 质 的 一 切 丁 数 y 组成 的 ,对 于 每 一 个 指标 i, 图 数 
值 x(2) 是 不 中 的 一 个 皮 ) ， 要 遂 明 这 个 命题 , 可 以 利用 枚 举 洗 , 就 是 在 了 与 
全 体 正 整数 集 之 间 建 立 任意 一 个 固定 的 一 一 对 应 关系 ,在 7 是 至 体 整数 集 
的 场合 本 节 的 和 畏 葵 常常 是 很 有 用 的 

《2) 将 乘积 空间 的 理 葵 推广 到 不 可 列 无 限 允 个 因子 的 场合 是 思平 意外 
地 容易 .。 设 I 是 任意 一 个 指标 集 ， 和 如果 对 于 了 中 每 一 个 2， (Xi;, Si, ) 是 一 
个 公有 限 测 诬 空 间 ; 并 且 pw (Xi) 二 4, 则 我 们 可 以 和 在 (和 中 一 样 定义 天 = 
鳞 {Xi:?e7T), 至 于 短 形 , 可 测 短 形 以 及 可 测 集 的 概 合 ， 则 内 要 逐 字 逐 名 弛 重 
复 可 列 个 因子 的 情形 就 行 了 。 考虑 由 全 体 具有 下 这 性 质 的 集 吾 租 成 的 类 ， 
对 于 了 的 某 一 个 可 列子 集 凡 召 是 一 个 注 柱 面 ; 因为 这 个 类 是 包含 至 体 可 测 
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是 形 的 一 个 9- 代数, 所 以 每 一 个 可 测 集 巨 是 一 个 三 柱 面 ,其 中 J 是 了 的 一 个 
可 列子 集 . 如 果 合 (BE) 王 (多 ;jE7(E), 则 凡是 定义 在 双 体 可 测 集 类 上 
的 一 个 狂 度 , 井 且 几 具有 符合 于 记号 义 , ,Ai 的 乘积 性 质 . 

(3) 很 容易 将 有 限 椎 和 无 限 礁 乘积 空间 的 理 诊 粘 合 起 来 , 从 而 得 出 一 种 
乱 限 丰 乘 积 垂 间 的 理 葵 , 对 于 其 中 的 有 限 个 因子 可 以 不 要 求 它 们 是 至 有 限 测 
庶 空 闻 , 而 只 要 求 是 o- 有 限 般 ]. 

(4) 设 关 = 义 吕 1X; 是 一 个 类 如 定理 2 中 所 这 的 乘积 空间 , 如 果 对 于 每 
一 个 二 是 无 的 一 个 可 测 子 集 , 则 EE 一 多 %E; 是 下 的 一 个 可 测 于 集 ,并 
且 


x(E)=] p(B) = "pe. 
《提示 ;， 命 F 二 Bix …x EnxXx 闫 (9), 央 {Fn} 是 关中 可 济 集 的 一 个 减 叙 列 使 
得 
Nm =XLE; ur)= Te).) 


(5) 利用 乘积 空间 的 理论 , 可 以 粉 出 数 直 团 上 勒 忠 格 测度 的 一 种 党 他 非 
拓扑 性 的 构 进 方 式 (参看 $8 定理 3 的 证 明 )， 从 而 得 到 在 刀 厅 欧 儿 里 得 空间 
上 勒 具 格 测 庆 的 构造 (参看 37.6) 。 没 (Xo So Mo) 是 仅 包含 两 个 点 0 与 工 的 
测度 空间 ，So 是 由 Xo 的 一 切 子 集 相 成 的 类 ，M(C(0)) 一 jo({1}) 一 去 . 对 于 
每 一 个 2=1,9,…, 合 (Xi, Si, i) 二 (Xo Su M0), 村 作成 乘积 空间 

(Ks S = XLKi, XPiss XL). 


(5a) 对 于 天 中 每 一 个 点 X= (xb Ma) 集 {x+} 是 可 测 的 ， 并 且 
MA 《{Y)) 一 0.( 提 示 :， 郑 看 ( 罗 .) 

(5b) 设 五 是 由 义 中 具有 下 述 性 质 的 一 切 点 + 二 (x1 Xz …) 粗 成 的 集 : 
除去 有 限 个 i 的 全 外， 对 于 任何 其 他 的 i 值 有 +i 二 1; 则 再 是 测度 为 零 的 可 
测 集 . (提示 : 五 是 可 列 的 .) 命定 二 一 加 在 以 下 我 们 将 考 虚 测度 空间 
( 太 S, ,其 中 SSNB nCENX)==n(E), EeS. 

(5c) 如 果 对 于 让 中 每 一 个 XY 一 (2 za …)， 合 


oo 
z(2)=2, 3 3 
i=1 
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则 画 数 z 建立 了 蕊 与 区 闻 Z 一 {z: 0<z<1} 之 闻 的 一 个 一 一 对 应 关系 。( 提 
示 ， 考 炭 Z 中 每 一 个 z 的 二 进位 小 数 展开 式 ; 如 果 展 开 式 不 是 唯一 的 , 则 取 
有 尽 展开 式 .) 

(5d) 就 4 二 {z: 0 和 a<z<b<<1), E 一 {xX: z(X)eA), 则 巨 是 可 测 的 ,并 
且 K(E) 二 b 一 a.,( 提 示 ; 内 须 考 虑 a 和 5 是 二 进 有 理 数 的 情形 .》 

(5e) 设 4 是 Z 中 任意 波 雷 耳 集 , =-{x:2(%)eA), 则 已 是 可 测 的 , 并 
且 反 (本 等 于 人 的 勒 中 格 测度 . (提示 : 由 等 式 v(4) 一 (EBE) 确定 的 集团 数 

v 是 一 个 测度 , 它 在 区 闻 上 取 值 与 勒 具 格 测 诬 相等 ,) 

DBLE(5a) 一 (5e) 用 来 建立 区 闻 2 上 的 勒 员 格 测度 .将 整个 煞 直 番 看 作 
这 类 区 并 的 不 相交 可 列 僚 集 ,我们 就 可 以 得 到 数 直 线 上 的 勒 员 格 测 府 、 另 外 
一 种 方法 是 考虑 由 全 你 整数 粗 成 的 空间 了 (DLT 和 的 至 体 子 集 租 成 的 类 作为 可 
测 集 类 ,并 定义 一 个 集 的 测度 为 这 个 集 所 含 点 的 数目 ); 并 注意 到 在 数 直线 与 
乘积 空间 了 x2 之 并 存在 一 个 很 明显 的 一 一 对 应 关系 . 

(6) 下 面 是 与 《5) 类 似 的 另外 一 种 建立 勒 具 格 测 订 的 方式 ,考虑 空间 
Co So J0)， 其 中 加 是 双 体 正 整 数 集 , So 是 由 2 的 全体 于 集 租 成 的 类 ， 

mlE)=D i 
. itE 

和 前 面 一 样 ,我们 作出 乘积 空间 X==X;-Xi, 子 中 的 点 是 正 整 数 的 狼 列 . 对 
于 在 中 每 一 个 点 x 一 (fb X4，"…), 倒 


oo 
i 


M1 

考 虚 二 进位 展开 式 , 就 可 以 证 明 (5c), (5d) 和 (5e) 中 的 结论 对 于 这 个 z 痢 成 
立 ， 

(7) 避 和 二 {x:0 忆 x<1} 是 中 表单 位 区 闻 ，So 是 台中 全 体 波 雷 耳 集 
类 , wo 是 So 上 的 勒 上 只 阁 测 论 。 兮 | 

(Xi, Si, Hi) = (Xo, So No)， ZE 一 1 2 …， 

并 作出 著 积 空间 XX 一 义 包 总 . 在 蕊 和 敬之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 关 承 , 使 得 
Xo 中 每 一 个 波 雷 耳 集 与 卫 中 一 个 可 测 集 ( 即 属于 义 岂 1S; 的 一 个 集 ) 相对 
WY, 着 使 得 相对 应 的 二 集 具 有 相等 的 测度 . (提示 : 合 YY 为 (如 中 所 述 的 只 含 
有 两 个 点 的 空间 X0， 对 于 ;一 91; 2 已 及 7 一 了 2,…, 全 了 i;; 二 Yo 则 Xi 
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一 关 %Yij, 1 一 0 1， 2，…。 对 应 关 和 承建 立 在 通常 关于 二 重 叙 列 ( 即 ，X= 


X21Xi 一 XX1X%21Yij 的 元 素 ) 与 普通 氨 列 ( 即 , 敬一 叉 作 ;To 的 元 素 ) 
之 间 的 对 应 关系 上 .) 


第 八 章 
变换 与 函数 


839. 可 测 变 换 


在 每 一 种 数学 系 往 里 ， 那 些 能 锣 使 这 个 系 芋 里 某 些 或 对 部 村 
构 性 性 质保 持 不 变 的 变换 ， 总 是 值得 研究 的 。 虽然 我 们 并 不 预备 
群 尽 地 计 论 在 测度 险 中 出 现 的 全 部 变换 ， 我 们 却 将 在 本 节 内 介 帮 
一 些 它们 的 基本 性 质 。 

定义 在 集 卫 .上 而 在 集中 取 值 的 画 数 了 称 为 变换 . 集 卫 称 
为 工 的 定义 域 ;了 中 一 切 形 如 TCz) 的 点 租 成 的 集 ， 其 中 ze X， 
称 为 了 的 变 程 。 以 怀 为 定义 域 而 变 程 在 了 中 的 变换 常 称 为 不在 
Y 中 的 变换 ; 如果 变 程 就 是 7 则 称 全 是 和 在 了 Y 上 的 变换 . 对 于 
天 的 每 一 个 子 集 轧 巨 在 了 中 的 变换 的 变 程 称 为 忆 对 于 工 的 
映像 , 访 为 TCE); 对 于 的 每 一 个 子 集 瑟 卫 中 映像 属于 下 的 一 
切 点 粗 成 的 集 称 为 下 对 于 了 的 原 像 ,如 为 T'(F), 即 

TF) = 人 {z: TC) eF). 

误 了 是 一 个 变换 ， 如 果 TCzD) 一 T(zs) 当 而 且 只 当 z= 
时 , 则 称 全 是 一 个 一 一 变换 . 一 一 变换 工 的 道 变 换 , 记 为 了 -就 
是 这 样 一 个 变换 , 对 于 了 的 变 程 中 的 每 一 个 y= 了 T(z), 这 个 变换 
由 等 式 -1(y) 一 工 确定 。 

设 工 是 X 在 了 中 的 变换 , S 是 了 在 Z 中 的 变换 , 则 由 等 式 
(CST) (zx) =SCTCz)) 确定 的 下 在 中 的 变换 8T 称 为 8 和 全 的 
乘积 . 


§39 第 八 章 ”变换 与 豆 数 169 


设 了 TT 是 且 在 了 中 的 变换 ， 则 对 于 定义 在 了 上 的 每 一 个 画 数 
2 可 以 指定 一 个 定义 在 互 上 的 画 数 万 了 由 等 式 fx) 一 g (7T(2)) 
定义 , 简 记 为 f=2g 工 . 
定理 1， 设 全 是 叉 在 了 中 的 变换 , g 是 定义 在 上 的 面 数 ， 
MM 是 g 的 信 所 在 的 空间 的 任何 子 集 , 唱 
{zx: (eTX eM}= TU: g(y eM). 
证 明 。 下 面 四 个 命题 是 互相 等 价 的 : 


Ca) zoe{zx: (gT) (zr) eM), 
Cb> g(T(ro)) EM, 

Ce) 车 yo 二 T(zo),，， 期 gCy0) eM 
(dy T(zo) e{y: gy) EM}. 


Ca) 与 (d) 等 价 恰 好 就 是 定理 的 精 论 。 上 | 

设 CX,S) 和 (CY,T) 是 可 湖 空 间 , 了 是 天 在 工 中 的 变换 ， 我 
们 应 识 怎 样 定义 人 的 可 测 性 呢 ? 考虑 了 为 数 直 烤 的 特殊 情形 , 由 
于 这 种 特殊 情形 的 性 发 , 我 们 定义 可 测 变换 如 下 : 如 果 每 一 个 可 测 
集 的 原 像 是 可 测 集 ， 则 称 工 是 可 测 变 换 。 我 们 注意 到 ， 这 个 定义 
与 我 们 以 前 引进 的 可 测 画 数 的 定义 是 不 一 致 的 ， 由 于 实数 0 所 扮 
演 的 特殊 的 角色 ， 一 个 可 测 责 数 不 一 定 是 一 个 可 测 变 换 。 但 是 这 
样 来 定义 可 测 变 换 , 在 应 用 上 淹 是 十 分 方便 的 ;只 要 我 们 正确 地 运 
用 “ 画 数 "和 "变换 "两 个 术语 ,就 不 致 于 发 生 任 何 混淆 。 在 六 本身 
属于 S 而 工 是 数 直 线 的 情形 ， 可 测 变 换 与 可 测 画 数 这 两 个 概念 相 
合 


识 了 是 (XX,S) 在 (了 ,T) 中 的 可 测 变 换 , 我 们 以 记号 了 (CT) 
表示 由 一 切 形 如 TCKF) 的 X 的 子 集 租 成 的 类 ， 其 中 FeT; 显 
然 , 7 一 (T) 是 一 个 被 S 所 包 的 0- 环 。 

定理 2。 设 工 是 (X,S) 在 CY, 了) 中 的 可 测 变 换 , g 是 定义 
在 上 的 广义 实 信 可 测 驯 数 ,， 则 8T 对 于 o- 环 TCT) 为 可 测 。 

证 明 。 由 定理 可知 ,对 于 数 直 如 上 的 每 一 个 波 钾 耳 集 MM， 
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NegTIN ET OM ={z: (eTXr) eM—{0)}= 
=T'({y: gO eM—{0})D= TN(e) Ne™ MD)); 
根据 全 的 可 测 性 得 到 
NETNCgTOITIOD ee TAIT). 

设 全 是 (2 S) 在 (Y,T) 中 的 可 测 变 换 ， 则 对 于 定义 在 S 上 
的 每 一 个 集 画 数 4, 可 以 指定 一 个 定义 在 T 上 的 集 画 数 ?; 对 于 了 
中 每 一 个 了 了,? 由 等 式 +) 二 LCTT(F)) 定义 , 简 记 为 ”一 K 一， 

定理 5. 亲人 是 测度 空间 (XX,S,ww 在 可 测 空 间 (Y,T) 中 的 
可 测 变 澳 ，g 是 定义 在 了 上 的 广义 实 信 可 测 画 数 , 则 等 式 

f gatuT) =/(eT) a 

按照 下 述 塌 义 成 立 : 如 果 两 个 积分 中 任意 一 个 存在 , 则 另 一 个 
也 存在 ， 并 且 二 者 相等 。 


证 明 。 只 须 考 虑 非 负 瑞 数 g。 如 果 g 是 了 的 一 个 可 测 子 集 下 
的 特征 函数 , 出 由 定理 1, g 了 是 TT'(F) 的 特征 落 数 , 因此 


faa T= TP) uAT PF)) = 人/ (gT)du. 


根据 这 个 关系 式 可 知 ， 如 果 & 是 一 个 简单 画 数 ， 划 定理 的 灶具 成 

.在 一 般 的 卉 合 , 合 {gy } 为 四 化 到 & 的 一 个 简单 画 数 的 增 叙 列 ， 
于 是 {gs 了 } 是 收敛 到 gT 的 一 个 简单 画 数 的 境 叙 列 , 取 极 限 即 得 
定理 的 类 论 。 | 

沿用 定理 3 中 的 本 号, 如 果 刀 是 工 的 一 个 可 测 子 集 ， 划 对 于 
西数 xrg 应 用 定 至 8 可 得 关系 式 
fg wan T= ,gCT dD). 

我 们 注意 到 ， 只 要 形式 地 以 y= 人 T(z) 代 天 上 列 等 式 的 任何 一 阅 ， 
殊 可 以 得 到 等 式 的 另外 一 端 


定理 4.。 设 工 是 测度 空间 《了 XX, S, 1 在 全 0_ 有 限 泣 度 空间 
《Y,T,?) 中 的 可 测 变 换 ,使 得 xTT' 对 于 * 是 怒 对 这 巡 的 , 虽 在 了 
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上 存在 非 抽 可 测 画 数 由 使 得 对 于 每 一 个 可 测 面 数 g， 等 式 
f aCT a) d=/ gs dy) 
按照 下 述 意 义 成 立 ; 如 果 坝 个 积分 中 任意 一 个 存在 , 则 另 一 个 也 存 
在 ,并且 一 者 相等 。 
这 里 的 丽 数 乡 相 当 于 多 重 积分 变换 还 芥 中 的 画 数 行列 式 (更 


倘 切 地 广 , 相当 于 栈 数 行列 式 的 息 对 值 )。 
证 明 。 会 


ad (uwT™! 
(参看 832), 然后 对 定理 3 的 结果 应 用 832 定理 2。 1 

设 全 是 可 测 空 间 (X, S) 在 可 测 空 间 (Y, T) -上 的 一 一 变换 ， 
如 果 荆 和 工 一 _ 邦 着 可 测 的 ， 若 称 工 是 保持 可 测 性 的 变换 , 简称 为 
保 测 性 变换 。 说 了 是 测度 空间 (XX, S,4) 在 测度 空间 〔 芭 T, 上 上 
的 保 测 性 变换 ， 如 村 wT™ 一 7 则 称 全 是 保持 测度 的 变换 ， 简称 为 
保 测 变换 。 

(1) 两 个 可 测 变 换 的 乘积 是 可 测 变 换 。 

(2) 设 工 是 (X, S) 在 (YY, T) 中 的 可 测 变 换 , 了 是 定义 在 大 上 对 于 

7 一 (TD) 为 可 测 的 柄 数 ， 期 当 T(x) 二 T(x2) 时 有 作 X+10) 二 用 0). 提示 : 
如 果 FF 是 了 中 包含 工 (4) 的 一 个 可 测 集 , 则 存在 了 中 的 可 测 集 使 得 
{x: A(X) = HNDINTACEN)=T-IF). 

由 ET 一 1(F) 可 以 导出 YE TI(F).) 

(3) 误工 是 (ZX, S) 在 (Y, T) 上 的 可 测 变 换 ， 三 是 定义 在 瑟 上 对 于 
T1007T) 为 可 测 的 实 值 酌 数 ， 旭 在 了 上 存在 唯一 的 一 个 可 测 范 数 8 使 得 
大 857 ，( 提 示 : 根据 (2)， 对 于 每 一 个 ?一 了 (x)，& 由 等 式 8(3) 二 f(%) 无 
让 义 地 确定 ， 对 于 数 直 入 上 每 一 个 波 雷 耳 集 MM, 我 们 有 

Ti({y:gCy) eM ={x: fx) eM}, 
又 因 TCX)= 了 了 所 以 Nla) Ni{y: gly) eM}eT.) 如 果 工 将 下 映 入 了 了 ， 
结论 是 否 成 立 ? 
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(和 设 苹 二 了 二 单位 区 间 , 5 二 全 体 波 雷 耳 集 类 , T= 二 至 体 可 列 集 类 。 如 
果 变 换 了 由 等 式 三 ( 切 一 4 确定 ， 则 全 是 天 在 王 上 的 一 个 一 一 可 测 变 换 ， 
但 了 工 工 非 保 测 性 变换 . 如 果 (X,S) 二 (Y,T), 能 不 能 构造 这 样 的 一 个 例 
子 ? 

(5) 位 了 是 (X, S) 在 (了 ZT) 中 的 可 测 变 换 , jw 和 v 是 S 上 的 两 个 测 
庶 使 得 > 人 则 一 人 AT 一 !. 


840. 测 度 环 


识 有 一 个 在 通常 代数 意义 下 的 环 ， 如 果 它 的 每 一 个 元 素 都 是 
才 等 的 ， 若 称 这 个 环 为 布尔 环 . 换 一 句 话 设 ， 布 尔 环 就 是 一 个 集 
R, 对 于 R 中 每 一 对 元 素 ， 定 义 有 两 种 代数 运算 ( 称 为 加 法 和 先 
法 ), 满足 下 列 条 件 : 

(a) 加 法 和 乘法 都 适合 交换 律 和 精 合 律 ， 秩 法 对 于 加 法 的 分 
配 律 成 立 . 

(b) 在 R 中 存在 一 个 唯一 确定 的 元 素 ( 记 为 0 ), 使 得 任意 元 
素 巨 与 0 的 和 * 仍 为 已 

(ec) 对 于 任意 一 个 元 素 EE .与 万 的 和 为 0， 

(d) 对 于 任意 一 个 元 素 成 E 与 五 的 积 * 为 五 。 

布尔 球 的 一 个 典型 的 例子 就 是 由 集 闷 的 子 集 租 成 的 一 个 环 ， 
而 以 EAF 入 门 F 分 别 表示 和 五 的 和 与 积 。 布尔 环 这 个 概 
念 的 引进 , 完全 是 由 于 受到 以 集 为 元 素 的 环 的 辟 发 , 所 以 我 们 以 后 
在 任何 布尔 环 中 都 将 以 A 和 门 分 别 表示 加 法 和 乘法 ， 

关于 以 集 为 元 素 的 环 ， 我 们 引进 了 一 些 概 念 夺 建立 了 一 些 理 
葵 ， 这 些 概念 和 理论 径 大 部 分 都 可 以 毫 扰 更 改 地 用 在 一 般 的 布尔 
环 的 场合 。 特 别 是 , 如果 借 与 差 的 运算 分 别 由 等 式 

EUF= (EAF) A (EN 


~ 


“这 里 的 " 和 ”" 与“ 积 " 指 的 是 两 个 元 到 炎 过 布尔 环 中 加 法 与 乘法 运算 而 得 到 的 元 
EB 
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和 
E—F=EA(END) 

定义 , 草 这 些 运算 对 于 布尔 环 中 的 元 素来 就 ,适合 与 集 的 运算 在 形 

式 上 完 公 相同 的 等 式 。 关 于 人 包含 关系 _EC 丰 和 ED 及 分 别 由 等 

式 

. ENF=E 和 和 ENMNF=F 

定义 , 类 位 的 论点 也 成 立 . 

我 们 记得 , 任何 集 类 的 做 集 就 是 包含 至 体 集 的 最 小 集 ,而 交集 
划 是 被 至 体 集 所 包 的 最 大 集 ; 在 一 个 布尔 环 中 ,同样 的 论点 对 于 伴 
与 交 忆 成 立 (只 要 余 与 交 能 够 形成 )。 例 如 ,车 百 和 下 是 布尔 环 RR 
的 元 素 , 册 EUF 的 依 就 是 包含 户 和 五 的 最 小 元 素 ; 换 一 名 话 训 ， 
我 们 有 ECEUF，FCEUF， 井 且 如 果 G 是 RR 中 满足 关系 式 
ECG 和 和 FCG 的 元 素 , 则 必 有 玖 UFCG。 然 而 , 对 于 布尔 环 中 元 
素 的 无 距 集 , 却 不 一 定 有 任何 元 素 能 够 包含 这 个 集 的 翁 体 元 素 ; 即 
使 有 , 也 不 一 定 有 最 小 的 。 

识 S 是 一 个 布尔 环 , 如 果 S 中 元 素 的 每 一 个 可 列 集 具有 借 集 ， 
划 称 S 是 一 个 布尔 0- 环 ; 容易 避 永 ;布尔 o- 环 中 元 素 的 每 一 个 可 
列 集 具有 交集 。 由 集 苹 的 子 集 租 成 的 一 个 呈 环 就 是 布尔 0- 环 的 
一 个 典型 的 例子 . 

如 果 在 布尔 环 R 中 存在 一 个 异 于 0 的 元 素 ( 记 为 及 ) 使 得 对 
于 民 中 每 一 个 玉 有 ECX, 旧称 RR 为 布尔 代数 。 一 个 布尔 叶 环 如 
果 同 时 是 一 个 布尔 代数 , 划 称 为 布尔 0- 代数 . 

对 于 定义 在 布尔 环 上 的 画 数 来 设 , 可 加 性 、 测度、o- 有 限 性 等 
概念 的 定义 ， 与 定义 在 以 集 为 元 素 的 环 上 的 集 画 数 的 对 应 定义 相 
同 。 衣 4 是 定义 在 布尔 环 上 的 测度 ， 如 果 4 的 值 只 在 走 元 素 上 为 
雾 , 旭 称 4 是 一 个 正 测 度 。 

珊 S 是 由 集 忆 的 子 集 组 成 的 一 个 呈 环 。 定 义 在 S 上 的 测度 
4 通常 不 是 正 测度 。 但 是 我 们 可 以 借助 于 几 种 熟知 的 方法 从 上 作 
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册 一 个 正 尘 度 。 一 种 方法 是 考虑 测度 为 零 的 可 测 集 类 N, 注意 到 
N 是 环 $ 的 理想 子 环 《 这 些 术 语 都 按照 通常 代数 学 的 意义 来 了 
解 ), 然后 以 因子 环 S/N 来 伐 蔡 S。 另 外 一 种 等 效 的 方法 是 ,对 于 
满足 条 件 Kw(EA 下 =0 的 集 玉 和 也 记 为 五 ~ 玉 注 意 到 关系 “一 ” 
具有 自 反 性 , 对 称 性 和 推移 性 , 然后 将 $ 换 为 对 于 关系 ~ 的 一 切 等 
价 类 的 集 。 

但 是 在 测度 论 中 最 常用 和 最 便利 的 方法 却 基 另 氏 一 种 ， 我 们 
要 采用 的 也 正 是 这 一 种 方法 。 因 为 我 们 要 考虑 的 布尔 0- 环 将 以 可 
测 集 为 元 素 , 所 以 我 们 不 预备 以 其 他 的 系 糙 来 代替 S。 我 们 现在 
对 相等 的 概念 重新 狂 以 定义 ， 如 果 S 中 二 和 集 EE 和 五 满足 关系 式 
LC(EAF) =0,， 则 我 们 将 玉生 看 作 相 等 而 记 为 一 FLDW]。 设 万。 
= "i 2 一 1 2 …， 则 有 

Bh 和 =E—hF 和 UE,= UP, Lel; 

由 此 可 有 此， 全 在 新 的 相 入 的 意义 下 对 于 集 论 的 两 种 通常 的 运算 
来 给 , 5 仍然 形成 一 个 布尔 叶 环 ， 设 E=F[4], 上 剧 4(E)=4()， 
因此 在 新 的 相等 的 意义 下 ， 测 度 4& 在 S 上 仍 是 无 玻 义 地 确定 的 。 
又 因 关 系 式 KCE) 一 0 和 =0174] 显然 是 等 价 的 ， 所 以 在 新 的 相 
等 的 意义 下 , 4 变 成 了 一 个 正 测 诬 。 

设 (X, 5 0 是 一 个 测度 空间 ， 我 们 以 记号 S(4) 表示 具有 上 
述 对 于 4 为 相等 的 意义 的 o- 环 S。 

设 3 是 一 个 布尔 0- 环 , 在 S 上 定义 有 一 个 正 测度 4, 则 称 S 

一 个 测度 环 , 记 为 CS 所。 上 面 的 诗 答 许 明 ， 旭 果 (X, S, 四 是 一 

个 测度 窄 间 , 则 (SG ,9 是 一 个 测度 环 ; 我 们 称 这 个 测度 环 为 与 
XX 连带 的 测度 环 , 或 简称 为 站 的 测度 环 。 一 个 布尔 代数 好 果 同 时 
是 一 个 测度 环 , 旭 称 为 测度 代数 .如同 对 于 测度 空间 一 样 , 对 于 漳 
度 环 和 测度 代数 我 们 也 将 以 同样 的 意义 引用 [至] 有 限 和 “有 限 
这 些 术语 . 

设 (S,W) 和 (TT,”) 是 两 个 测度 环 ,如 果 工 是 5 在 T 上 的 一 个 
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一 一 变换 , 使 得 对 于 S 的 任意 元 素 忆 下 和 忆 ,, n 二 1,2,…， 有 
TE—F) = T(E) ~ TH), 
TCU mE) = Ur TE,) 
和 
uCE)=*(T(E)), 

则 称 了 是 (S, pr) 和 (T,?) 之 间 的 一 个 同 构 。 如 采 两 个 测度 环 之 
阅 存 在 一 个 司 构 ， 则 称 这 两 个 测度 环 是 同 构 的 。 设 (XX, 5 4) 和 
(YT, 是 两 个 测度 全 闻 ; 如 果 与 它 倍速 带 的 测度 环 (SGdo ,4) 和 
《TCD 7) 是 同 构 的 ， 则 称 测度 空间 〈 闷 S, 和 (了 YT,?) 是 同 构 
的 ， 

设 巨 是 测度 环 (S,4 的 一 个 异 于 0 的 元 素 ， 如 果 当 FCE 时 
有 站 =0 或 下 = 五 二 者 必 居 其 一 ， 旭 称 瑟 是 测度 环 (S, 4) 的 原子 
[或 测度 4 的 原子 j]; 不 含 原子 的 测度 环 称 为 缺 原子 的 . 识 (X, S, 由 
是 一 个 测度 空间 ， 如 果 它 的 测度 环 是 缺 原 子 的 ， 则 测度 空间 及 和 
测度 & 都 称 为 缺 原子 的 。 

设 〈S, 是 一 个 测度 环 ， 我 们 以 记号 8[ 或 8 (0D)] 表示 S 中 
一 切 具 有 有 限 测度 的 元 素 的 集 ;对 于 4 中 任意 两 个 元 素 玉 和 下 ,我 
们 采用 下 列 记号 ; 

pCOE, PF) =4 (EADF). 

容易 验证 ， 责 数 。 是 8 的 一 个 度量 ;我 们 称 $ 为 与 (S,42 连带 的 度 
量 空间 ， 或 简称 为 (S,1) 的 度量 宏 间 。 衣 (SC1), v) 是 测度 空间 
《xX, S, 4 的 测度 环 , 记号 8 (ww) 也 将 用 来 表示 与 (SUo ,中 连带 的 
度量 空间 。 如 果 与 测度 环 或 测度 空间 连带 的 度量 空间 是 可 分 的 ， 
出 称 这 个 测度 环 或 测度 空间 是 可 分 的 。 

定理 1。 裔 8 是 测度 环 (S,1) 的 度量 空间 ， 闪 规 

fEF=EUF 和  g(E,F)=ENE, 

则 万 g 和 4 对 于 宅 们 的 主 目 元 来 疹 , 都 是 一 致 速 续 的 画 数 。 

证 明 。 由 关系 式 
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uCEA UP) — CE UF2)) Fu UU Fa) | 二 
uN FD — Ef Fo)) ta EN PF2) — (Ef)) 和 
ut —E) +u (FF) +u Ea— BE) 十 ACE 一 下 ) 


IRCE) ~uF) =|nE-F) -uF—E)|< 
SuE—F) TAF-E) 

立即 可 得 定理 的 类 论 。 有 

定理 2.， 设 (XS, 4 是 一 个 o- 有 限 测度 空间 ,其 中 S 是 能 久 
由 一 个 可 烈 类 产生 的 0- 环 ， 则 测度 为 有 限 的 至 体 可 测 集 的 度量 空 
图 SCe) 是 可 分 的 。 

证 明 。 家 人 {E,} 是 S 中 集 的 一 个 叙 列 使 得 S= S({ 已 ,)) 。 由 于 
4 是 o- 有 限 的 , 所 以 ,对 于 每 一 个 4 一 1,2,…, 我 们 可 以 假定 4(E,) 
<co, 而 不 致 说 失 普 这 性 。 根 据 85 定理 3, 由 《已 ,) 产生 的 环 也 是 
可 列 的 ， 因 此 我 们 又 可 以 假定 集 类 {E,: n=1, 2 是 一 个 环 。 
于 是 根据 813 定理 4 可知 ， 对 于 8(n) 中 每 一 个 已 大 对 于 每 一 个 正 
数 5, 存在 正 整数 使 得 p (已 , 瓦 )<2。 这 就 本 明了 一 个 可 列 集 在 
8(w) 中 称 窗 ,定理 于 是 诈 明 完 举 。 〖 

(1) 测度 空间 (YS, 14) 的 度量 宏 疝 $ 是 完备 空 阐 ，( 提 示 : 如 果 {Ex} 
是 8 中 的 一 个 基本 斤 列 , X 是 En 的 特征 画 数 ，N= 1 2 …， 其 {Xs} 是 依 测 
度 基 本 的 , 于 是 可 以 应 用 $22 定理 5.》 

(2) 测 府 环 的 庆 量 空间 是 不 是 完备 空间 ? 

(3) 关于 布尔 环 也 有 一 个 完备 性 的 概念; 这 个 概念 与 度量 空间 的 完备 性 
概念 有 关 , 但 二 者 并 不 相间 , 设 R 是 一 个 布尔 环 , 如 果 RR 的 每 一 个 子 集 E 具 
有 借 集 ， 则 称 RR 基 完 备 的 。 显然， 每 一 个 完备 布尔 环 必定 是 一 个 布尔 or- 代 
数 ; 反之 , 每 一 个 全 有 限 测 度 代 数 是 完备 的 ，( 提 示 ; 裔 主 是 由 下 中 元 素 的 一 
切 有 限 们 胡 成 的 集 ， 令 a 二 sup {KCE): 已 eE}， 选 取 正 中 元 案 的 一 个 叙 列 
{Ew} 使 得 limn KCEn) 一 as 并 合 E 二 Um EE,.) 

(4) 对 于 全 o~ 有 限 测度 代数 ，(3) 中 的 精 葵 也 成 立 ， 

(5) 设 P 是 测度 环 (5, 1) 的 度量 空间 8 .上 的 度量 , 划 当 ,和 GG 痢 
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是 $8 中 的 元 素 时 ， 有 PCEAF, FAG) 二 P(E, FF). 
(6) 发 了 是 测度 环 (S, 4) 在 测 庭 环 (T,z) 上 的 一 一 变换 , 使 得 当 忆 和 
五 都 属于 S 时 ,有 
T(E—F)=T(E)—T(H), 
T(EUF)=T(E)U TF) 


和 
LCE)=y»v(T(E)), 
则 地 是 一 个 同 构 . 
(7) 设 工 是 测度 环 (5, 内) 在 测度 环 〈T >) 上 的 一 一 变换 , 满足 下 列 条 
件 : 


HE)=v(T(E)), EcR, 
当 而 且 只 当 了 (CE)cCT(F), 期 工 是 一 个 同 构 . 

(8) 设 $§ 是 以 P 为 其 度量 的 度量 空 闻 ， 如 果 对 于 5 中 任意 两 个 相 异 的 

元 秦 巨 和 FF, 存在 异 于 玉生 的 元 过 G 使 得 

P(E, F)=P(E, G)+P(G, 五 )， 
划 称 谋 量 宏章 $ 是 目的， o= 有 限 测 度 环 的 度量 空间 为 旧 的 必要 和 充分 条 件 
是 :这 个 测度 环 是 缺 原 子 的 . : 

(9) 两 个 测度 环 之 间 的 同 构 是 它们 的 庭 量 空间 之 则 的 等 距 变 换 . 

(10) 全 o 呈 有 限 测 度 环 最 允 有 可 列 无 限 多 个 原子 . 

(11) 设 $ 是 测度 空 闻 (X, S, p) 的 度量 空 闻 ，> 是 定义 在 S 上 的 有 限 
测度 使 得 > 冬 w， 则 男 数 > 在 8 上 大 无 岐 义 地 确定 的 ， 并 且 是 连锁 的 |. 

(12) 设 (X,S, 1K) 是 o 吃 有 限 测度 空间 。 如 果 {vn} 是 定义 在 S 上 的 有 
限 广义 测度 的 一 个 叙 列 ， 其 中 每 一 个 vw 对 于 人 是 绝对 回炉 的 ， 井 县 对 于 S 
中 每 一 个 ,lim vn() 存在 是 为 有 限 ， 则 集 栈 数 vw 对 于 岂 是 一 致 移 对 
连 糖 的 . (提示 : 珊 8 是 (X,S,) 的 许 量 空间 。 对 于 每 一 个 固定 的 正 数 <， 


使 


8 NadE: Ees, | ww 一 mm(B) | <$). 


根据 (11), 每 一 个 8 是 一 个 末 集 , 又 由 (1)，8 是 一 个 完备 度量 空间 ， 此 
应 用 关于 集 的 范畴 的 具 尔 定理 可 知 ， 存 在 正 整 数 bo 和 正 数 ro， 并 存在 $ 中 
的 集 Eo, 使 得 {E: P(E, Eo0) <ro} cbs, 更 在 设 8 是 一 个 正 数 使 得 5 之 zo， 
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并 使 得 对 于 pCE)<3 和 4 一 1,…, 如 有 1vn(B) | 之 各 .不 难看 出 , 当 /CE) 
8 时 有 
P(Eo—E, Eo) <ro, PCEoU E, Eo) <ro 
和 . 
[vnCE) [S| vk CE) N+ [yn CEoU E)—viC EoU E)|+ 
+ |vnCEo—E)—vi(Eo—E)|.) 

(13) 游 用 (12) 中 的 记号 ,如 果 7 人 (一 limo yn《E)， 基 vv 是 一 个 有 限 
广义 测度 ; 并且 > 人 MA， 

(14) 人 长 (小 是 有 限 广 义 测 麻 的 氢 列 , 使 得 对 于 每 一 个 可 测 集 羽 
limwvn 《EE) 一 v《E) 存在 且 为 有 限 ， 则 v(E) 是 一 个 广 又 测 讶 (和 理 示 : 设 
lyn(E)|<crn, 12 一 1 2,-…; 兮 


m 
KE)= DD 坟 一 | zz| (EY), 
n=1 的 


并 应 用 (13) ,) 

(15a) 裔 RR 是 任意 布尔 环 , 则 R 与 某 集 天 的 子 集 粗 成 的 环 是 同 构 的 (在 
通常 代数 学 的 意义 下 )，( 提 示 : 考虑 由 0 与 1 两 个 元 案 租 成 的 布尔 代数 Ro， 
村 设 且 是 由 RR 在 Ro 中 的 一 切 同 态 棚 成 的 集 ， 对 于 及 申 每 一 个 也 兮 

T(E)={x: xe¥, XCE)=1}, 
则 是 RR 在 卫 的 双 体 子 集 租 成 的 代数 中 的 一 个 同 态 ， 镜 下 需要 证 朋 的 是 ， 
车 eR 并 且 E 关 0, 则 存在 及 中 的 x 使 得 xCE) 二 1， 如 果 R 是 有 限 的 ， 
法 个 业 果 显 维 丰 立 在 一 般 的 声 合 , 设 X* 是 由 定义 在 R 上 而 在 Ro 中 取 什 

一 切 丽 数 粗 成 的 集 ; 对 通常 乘积 拓扑 而 早 ，X* 是 一 个 紧 豪 司 道夫 空间 . 
丽 入 是 R 的 有 限 子 环 , 井 且 五 eR; X* 久 ) 是 XK* 中 一 切 具 有 下 述 性 质 的 画 
数 x* 租 成 的 集 ; x* 是 定义 在 及 上 的 同 术 , 并 且 x*(E) 二 1， 于 是 关 采 式 

NX* (Rj) SK"* (R) 
(其 中 展 是 由 Ro…, Rs 产生 的 环 ) 说 明了 集 类 {六 * (R)} 具有 有 限 交 的 性 
质 .) 这 个 烙 果 称 为 斯 东 定理 . 

(15b) 上 面 所 壕 斯 东 定 理 的 着 明 ， 呵 明了 R 与 紧 察 司 道夫 空间 中 双开 

双开 的 集 租 成 的 一 个 环 是 同 构 的 ， 如 果 R 是 布尔 代数 ， 则 R 与 紧 豪 司 道 夫 
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空间 中 一 切 又 开 又 阴 的 集 租 成 的 环 是 同 构 的 ，( 提 示 ， 将 (15a) 中 的 记号 略 
加 更 改 . 设 了 是 由 RR 在 Re 中 具有 下 述 性 质 的 一 急 同 态 粗 成 的 集 ; 这 些 同 态 
将 R 的 最 大 元 素 映 成 1。 于 是 ,在 变换 T 之 下 R 的 映像 包含 了 天 的 拓扑 千 
构 的 一 个 基 , 如果 坚守 司 道 尖 宏 间 的 一 个 又 开 又 阴 子 集 类 是 一 个 基 , 并 且 封 
明 于 有 限 借 的 运算 , 则 这 个 类 包含 一 切 又 开 双 于 的 集 .) 

(15c) 设 S 是 任意 布尔 o~ 代 数 ， 则 S 与 某 集 和 的 子 集 粗 成 的 以 一 个 
0 理想 子 环 为 模 的 o~ 代 数 是 同 构 的 。 (提示 : 胶 瑟 是 一 个 紧 豪 司 道夫 空间 ， 
工 是 一 个 代数 学 的 同 构 , 它 将 S 映 为 了 中 一 切 又 开 又 阴 的 集 粗 成 的 代数 ; 又 
襄 So 是 由 畴 的 一 切 又 开 又 阴 子 集 类 产生 的 o- 环 , No 是 So 中 一 切 属 于 第 
一 种 范 暑 的 集 类 . 如 果 {Es} 是 又 于 又 于 集 的 一 个 叙 列 ， 我 们 令 E= 
(UU 7-1(Bn)); 于 是 , 一 书号 1En 是 一 个 无 处 稠 窗 集 。 换 一 名 锋 
谣 ， 一 切 双 开 又 朋 的 集 粗 成 的 类 对 于 可 列 伐 的 运算 是 封 阴 的 ( 模 No)， 谷 待 
证 明 的 是 ; No 不 包含 任何 非 宅 的 双开 又 开 集 ; 这 样 就 可 以 保证 , 在 以 No 为 模 
的 情况 下 ， 人 仍然 是 一 个 同 构 ， 然 而 上 述 命题 乃 是 关于 集 的 范 暗 的 具 尔 定 
理 的 一 个 特殊 情形 ; 而 其 尔 定理 对 于 局 部 紧 答 天 成 立 , 正如 同 对 于 洗 备 谋生 
空间 一 样 .) 


$841. 关于 同 构 的 定理 


本 节 的 目的 是 要 设 明 ， 测 度 环 的 概念 井 不 是 像 看 起 来 这 样 普 
下 的 一 个 构 念 。 事 实 上 , 我 们 将 要 证 明 , 在 一 些 不 太 严 的 条 件 下 ， 
每 一 个 测度 环 是 某 个 测度 宏 间 的 测度 环 。 关 于 这 一 类 的 定理 为 数 
颇 和 多， 我 们 只 预备 挑选 其 中 比 来 特殊 的 一 个 加 以 讨 徐 ， 这 一 个 无 
论 在 历史 上 或 在 现今 的 应 用 上 都 有 其 重要 性 。 

以 下 我 们 限于 讨论 全 有 限 测 度 和 代数 。 设 (S, 410 是 一 个 全 有 限 
测度 代数 ; 如 果 没 有 特别 的 声明 ,记号 六 将 用 来 表示 S 的 最 大 元 
素 。 如 果 p(X) 二 1， 姑 代数 S 和 测度 4 都 称 为 正规 化 的 . 敲 互 是 
S 的 一 个 元 素 , P 是 S 中 不 相交 元 素 的 有 限 集 , 以 为 做 僻 , 则 称 
P 是 上 的 一 个 分 割 , 分 割 P 二 ( 蕊 ,…,,) 的 模 指 的 是 KED)，…， 
(ER) 庄 数 中 的 最 大 者 ， 训 为 |P|。 设 P={ 玉 ,…,B4) 是 五 的 一 
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个 分 割 , 下 是 S 中 被 五 所 包 的 任意 元 素 ,我 们 以 记号 PN 表示 下 
的 分 割 { 互 站 …, Es [1 下), 

设 P 和 Ps 是 两 个 分 割 ， 如 果 Pi 的 每 一 个 元 素 被 Ps 的 某 个 
元 素 所 包 , 则 记 为 P: 和 Ps. 讼 {P,} 是 分 制 的 叙 列 ,如 果 PSP。 
7 一 1 2,…， 则 称 {P,} 是 秆 咸 的 。 发 {P,) 是 分 割 的 舟 列 , 如 果 对 
于 S 中 每 一 个 元 素 巨 井 对 于 每 一 个 正 数 2 存在 正 整 数 兰 存 
在 S 中 的 元 素 辐 , 使 得 P, 的 某 些 元 素 以 五 为 其 代 集 , 并 使 得 
P(E， Eo) 一 LCEA 0) < 旧称 {P,) 是 稠密 的 。 

定理 1。 户 (S, 1) 是 双 有 限 ， 缺 原子 的 测度 代数 ， 并 说 {P,} 
是 叫 的 分 荐 的 再 密 还 减 叙 列 , 则 lim, P| 二 0. 

证 明 。 因 为 {|P,|} 是 小 戚 的 正 数 列 , 所 以 必 有 极限 ; 假定 这 
个 杠 限 是 一 个 正 数 8， 我 们 将 由 此 导出 矛盾 。 

” 裔 Pi1={ 互 ,…, 已 8}， 则 元 素 瓦 中 至 少 有 一 个 能 使 
1P, (N Ei| >6, n=1, 2,*…. 
合 所 为 具有 上 述 性 质 的 一 个 元 素 ， 半 者 察 到 的 分 制 的 叙 列 {P， 
门 太 }。 重复 上 面 引用 的 论点 ， 我 们 可 以 找到 分 割 Pa 的 一 个 元 素 
fz2, 使 得 记忆 i 并 二 | 
IP.NFal>6, n=1,2,.…. 
这 样 焰 神 做 下 去 , 以 至 无 穷 。 

会 下 = 门 3- 已 ， 则 AP)Z6>0 由 于 下 不 是 一 个 原子 , 因 

此 ,存在 元 素 瑟 使 得 CF 并 有 

0<pCFo) uF). 
我 们 注意 到 ,元素 fo 或 者 被 每 一 个 P, 的 每 一 个 元 素 所 包含 ,4 一 
1,2,…, 或 者 和 它们 都 不 相交 。 由 此 可 齿 ， 如 果 E 是 比 4CF0) 和 
4&CP) 一 ACEo) 二 数 之 一 为 小 的 一 个 数 ， 则 S 中 的 元 素 车 为 上 述 分 
市 P, 中 元 素 的 侨 集 ， 它 和 丁 之 闻 就 不 可 能 具有 小 于 2 的 距离 。 
这 个 事实 与 {P,} 为 稠密 的 假 裔 条 件 相 矛盾 ， 定 理 于 是 证 明 完 
时 。 } 
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定理 2。 设 了 是 单位 区 间 ， TT 是 了 的 至 体 波 雷 耳 子 集 类 ,* 
是 T 上 的 勒 具 机 测度。 如 果 {Q，,} 是 测度 代数 CT,o) 的 最 大 元 素 
了 的 一 个 分 着 叙 列 , 其 中 Q,, 是 区 间 集 , 划 满 足 条 件 lim,, |Q, |=0， 
则 {Q,) 是 狗 密 的 . 

证 明 。 对 于 每 一 个 正 数 5 存在 正 整数 4 使 得 1Q, | 过 克 . 如 果 
已 是 了 的 任意 子 区 间 ， 今 及 为 分 割 Q; 中 包含 已 的 左 端点 的 区 
间 ; 显然 , 五 是 叭 一 确定 的 。 如 果 五 不 包含 巨 的 右 端 点 , 合 态 为 
分 割 Q, 中 与 五 右 端 相 邻 接 的 区 间 。 这 样 粕 各 有 限 多 次 ,直到 得 
出 Q,。 中 包含 五 的 右 问 点 的 区 间 Ej 为 止 。 区 加 忆 ,…, Eh 的 任 集 
-与 志 之 天 的 距离 小 于 5 这 就 发 明 了 工 的 任何 子 区 间 能 够 以 {Q,) 
的 元 素 的 僚 集 来 交 近 。 因 为 由 区 辣 的 一 切 有 限 途 租 成 的 类 是 稠密 
的 , 定理 于 是 证 明 完 时 。 1 

定理 3。 每 一 个 可 分 的 缺 原子 的 正规 化 测度 代数 (S,La) 与 音 
位 区 疗 测 度 代数 〈T,y) 是 同 构 的 。 

证 明 。 咒 {EB,} 是 (S, 的 度量 空间 SGo) 中 的 一 个 稠密 义 
列 。 对 于 每 一 个 2=1; 2, … 由 形 如 人 和 4 的 元 素 粗 成 的 集 是 瑟 
的 一 个 分 割 P,， 其 中 4 一 瓦 或 4 一 和 一 玉 , i 一 1,…,n。 显 然 ,分 
制 叙 列 {P,} 是 省 减 的 ; 又 由 于 {Es) 在 8(o) 中 稠密 ， 所 以 {P，} 
是 稠 黎 的 。 根 据 定理 工 可 知 ，lim,,|P,| =0. 

对 于 分 割 Pi 的 每 一 个 元 素 已 我 们 以 了 的 一 个 子 区 间 T(E) 
与 之 对 应 ,使 得 LCE) =7(T(E)), 并 使 得 这 些 区 间 构 成 站 的 一 个 
分 割 。 对 于 每 一 个 这 样 的 区 间 ， 我 们 再 按照 类 似 的 方式 将 它 分 解 
成 为 对 应 于 分 割 Pa 中 元 素 的 子 区 阅 , 提 且 依 此 类 推 下 去 ， 于 是 我 
们 得 到 了 将 了 分 解 成 区 癌 的 一 个 分 割 氢 列 {Q,,}; 由 于 变换 工 是 
将 {P,} 的 分 割 元 素 变 为 区 间 的 保 测 变换 ， 于 是 有 lim, |Q, | =0， 
根据 定理 2 可 知 ，{Q;} 是 稠密 的 。 

如 果 我 们 不 仅 对 在 {Ps} 中 出 现 的 分 割 元 素 定义 也 并 且 也 
对 这 些 元 素 的 有 限 代 按 照 下 列 方式 定义 T: 对 于 每 一 个 这 样 的 有 
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限 任 , 以 {Q,} 中 分 割 元 过 的 对 应 有 限 俐 与 之 对 应 , 旭 变 换 卫 是 度 
量 宏 间 .SCL) 的 一 个 稠密 子 集 在 7 (7) 的 一 个 稠密 子 集 上 的 等 距 
变换 , 其 中 了 (Cv) 是 测度 代数 〈T, 2 的 度量 密 间 。 由 此 可 见 , 存在 
80) 在 7 了 (上 的 唯一 等 距 变 换 刀 它 在 了 有 定义 的 地 方 处 外 与 
荆 相 等 。 由 于 工 保 持 代 与 差 的 运算 不 变 , 又 由 于 这 些 运算 对 于 它 
们 的 宇 目 元 来 发 是 一 臻 回炉 的 画 数 , 所 以 工 是 一 个 同 构 。 | 


(1) 谈 (sp 是 一 个 or- 有 限 ， 缺 原子 的 测度 环 , 并且 EoeS, 西关 0 
则 对 于 每 一 个 正 数 g 存在 S 中 的 元 素 使 得 cEo 并 使 得 0<KE) <e. 
《提示 :如 果 jCE0)<00, 并且 El 是 S 的 一 个 元 素 使 得 BiCcEo 和 0<uCE) 
<pP(CED， 则 有 pCED 三 六 PCE0) 或 ACE 一 ED< 二 (ED)， 二 者 必 居 其 
四 。) 

(2) 改 (S,j 是 一 个 o- 有 限 ， 缺 原子 的 测度 环 ， 并 且 EoeS， 则 对 于 
竹 足 关系 式 0<a<w(Eo) 的 每 一 个 广义 实数 m 存在 S 中 的 元 率 EE 使 得 
一 EE 并 使 得 JE)=a. (提示 : 当 a 一 oo 时 ) 命题 显然 成 立 , 因此 我 们 可 以 
假定 jCE0) <oo 而 不 致 必 失 普 遇 性 . 命题 的 生 论 可 忆 利 用 超 限 瓶 举 法 得 出 . 
这 个 方法 与 通常 用 水 证 明 “ 完 备 是 度量 空间 中 的 任意 两 点 可 以 用 一 条 宰 通 过 
搂 起 永 " 这 个 定理 的 方法 类 似 。 事 实 上 , 我 们 现在 这 个 命 蚌 就 是 上 述 度 量 几 
何 学 中 一 般 定 理 的 特殊 情形 (参看 40.2 和 40.8) .) 

(3) 识 (S, po 是 至 er- 有 限 , 缺 原子 的 测度 代 数 ,并且 EoeS, 期 对 于 江 
足 关系 式 LCE0)<a<pCX) 的 每 一 个 广义 实数 a 存在 S 中 的 元 素 使 
得 Eoc 马 并 使 得 KC)=a，( 提 示 : 当 a 为 有 限时 ， 对 一 Eo 和 KX) 一 a 
应 用 (2).) . 

(4) 说 (S, pw) 是 至 有 限 测度 代数 ， 则 由 测度 几 的 一 切 值 相 成 的 集 是 一 
个 六 集 ， 

(5) 谱 性 有 限 , 缺 原子 的 测度 环 (S, /) 中 至 少 有 一 个 异 于 0 的 元 素 , 则 
它 的 度量 空间 8(u? 中 浸 有 孤立 点 。 反 之 ， 如 果 8(4) 中 没有 孤立 点 ， 则 
(S, LL) 是 否 一 定 是 缺 原子 的 ? 

(6) 每 一 个 可 分 的 , 缺 原子 的 至 or- 有限 测度 代数 (S, p) 如 果 具 有 性 质 
LX) 二 00, 必定 与 数 直 米 的 测 朗 代 数 (T,v) 是 同 构 的 。 (提示 :由 (2) 知 存 
在 S 中 元 素 的 叙 列 {Xw} 使 得 XX 一 1Xwm 并 使 得 CX) 二 1， #8 二 1 2,…s 
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因此 ， 当 7 为 任何 正 整 数 时 ,对 于 由 有 中 一 切 元 素 租 成 的 代数 可 以 应 用 定 
理 3.) 

(7) 每 一 个 测度 代数 与 一 个 测度 空间 的 测 庆 代数 是 同 构 的 ( 参 着 40.15 
c). 


842. 砍 数 空间 


设 (X, S, 1) 是 任意 测度 空 闻 , 8() 是 具有 有 限 测度 的 可 测 
集 空 闻 , 则 与 (X, S, 4 过 带 的 某 些 度量 空间 是 和 842 相 类 似 的 。 
由 一 切 广义 实 值 可 积 坝 数 钥 成 的 类 和:〈 或 &x(G0) 就 是 这 样 的 一 
个 度量 寄 间 。 如 果 对 于 51 中 的 了 我 们 采用 记号 ， 


#1=ff la, 


而 对 于 S21 中 的 f 和 g, 合 PCf, g)=||f--g| (参看 823)， 则 一 个 
度量 或 距 褒 所 应 具备 的 一 切 性 质 ， 其 中 只 有 一 条 是 面 数 bp 所 不 能 
满足 的 一 一 就 是 , 当 p(P g) 一 0 时 ， 不 一 定 有 二 gs。 根据 咏 5 定 
理 3, 我 们 知道 , pP(f,g) 二 0 的 意义 就 是 f=g[4]。 我 们 将 采用 与 
测度 为 有 限 的 可 测 集 空间 情形 相同 的 考虑 方式 。521 中 的 两 个 元 
素 ( 即 画 数 ) 将 被 认为 是 相等 的 ， 如 果 它 们 之 间 的 距离 为 寺 ; 或 者 
设 , 如 果 它 们 几乎 处 处 相等 [x]。 在 这 样 的 了 解 之 下 , 1 就 成 了 一 
个 度量 空间 ,并 生还 是 一 个 完备 度量 宏 闻 (参看 826 定理 2 ). 

为 了 分 析 中 的 某 些 目的 ， 我 们 需要 将 这 些 和 概念 加 以 推广 。 裔 
p 是 大 于 1 的 一 个 实数 ， 我 们 以 中 (或 四 sp()) 表示 使 | 了 1]? 为 可 
积 的 一 切 可 测 画 数 了 粗 成 的 类 。 如 同 在 521 的 场合 一 样 , 如 果 S2， 
中 两 个 元 素 几 乎 处 处 相等 [由 ], 我 们 就 认为 它们 是 相等 的 。 在 某 种 
程度 内 , 袜 间 52; 的 理论 与 空间 21 的 理论 是 非常 相像 的 . 例如 ,对 
于 多 zp 中 的 广 我 们 定义 


lp=( ff hae)s, 
并 且 对 于 2。 中 的 /和 8g， 今 Pp(f,8) 一 lf 一 g jj。 但 是 到 了 这 里 ， 
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我 们 就 过 到 了 困难 。 虽然 我 们 有 Pyp(f,8) 二 Pp (lg, 由宇 0, 着 且 
Pp(f 82) 一 0 当 而 且 只 当 f=g[L4j, 然而 三 角形 不 等 式 是 否 成 并 却 
不 是 很 明显 的 了 。 更 严重 的 是 ,我 们 黄 至 于 还 不 知道 pp 是 否 永远 
是 有 限 的 。 为 了 克服 这 些 困难 , 我 个 首先 证 明 两 条 沟 暴 性 的 定理 ; 
下 面 这 个 定理 称 为 荷 德尔 不 等 式 。 

定理 1. 设 p 和 gg 是 两 个 大 于 1 的 实数 ， 满足 十 工 一 1 如 
果 ft52p, ge52a, 则 feese1, 并 BE lfel<ilfl,. fal, 

证 明 。 的 全 数 + 有 害 义 的 精 助 本 数 反 


$0 ~- + 


微分 后 得 到 
$"P = ta 
我 们 奢 出 ,只 有 当 t= 二 1 时 $8'(2) 才能 为 老 。 由 于 
lim $ (0) =lim $0) 一 oo， 
10 i 
所 以 $8 在 i=1 取 栖 个 值 ， 从 而 有 


+ 46) = + 二 -1 
如 果 a 和 2 是 两 个 正 数 , 今 
1 一 -所 -， 
pb$ 
我 们 得 到 
1<2 一 2 < br 
bp ag 或 < Pg? 


显然 ,后 面 一 个 不 等 式 即 使 当 和 “为 霉 时 仍 成 立 。 
我 们 现在 加 到 定理 的 证 明 ，, 车 jfijs =0 或 上 gj 儿 =0， 定理 显 
然 成 立 。 如 果 jj 和 |g ll。 都 不 为 零 , 可 命 
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应 用 前 面 得 到 的 最 后 一 个 不 等 式 , 我 们 有 
fael 1 IfP 1 lgl 

fipsligll, ~p ea gq jg 
' 因为 fg 是 可 测 的 , 所 以 这 个 不 等 式 已 释 设 明了 大 6221 两 边 积 分 
后 即 得 定理 的 于 论 。1 

下 面 这 个 定理 称 为 并 可 夫 斯 基 不 等 式 . 

定理 2， 襄 妃 是 大 于 工 的 实数 ， 如 果 了 上 和 8 都 属于 到 ， 则 
ft+ge52 0 并 且 


lf+glls<|fFlls + liglls. 
证 明 。 对 于 由 两 点 构成 的 测度 空间 , 当 两 点 的 测度 都 为 1 时 ， 
应 用 答 德 尔 不 等 式 可 得 下 面 的 初等 不 等 式 ， 
[abitabs lS Carp + lel) Fb le + 1ba lye, 
其 中 专 + 二 一 1。 因 此 
fraP <ifle lf+gp-' +jgl :|f+gp-!' < 
UF + Ie) . (2 Hg 7?) a, 
从 而 有 让 
JJHgP<2 (fh +1gl?). 
这 个 不 等 式 鹏 明了 /+ge 多 p。 又 因为 


df+el)?=/If+ep dr< 
<f frepriart lel frep' de 
<(f tra (frrepar)st 
+( fig lacs ( frrer a = 


=Cfll, + gh) Cf+gl)ls)s, 
由 此 即 可 得 出 定理 的 精 论 。 上 
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由 定理 2 可知 ,如 果 所 g 和 都 属于 5 sp, 则 
pplf, 8) 一 ||f—g | fF—h | 十 | 天 一 人 一 
一 pp Ch,h) 二 pp Ch, S) 》 

所 以 2s 的 价 是 一 个 度量 鹤 闻 ; 从 前 我 们 用 以 证 明 &: 是 完备 空间 
的 方法 ,只 须 加 以 很 明显 的 修改 , 就 可 以 用 来 证 明史 ，。 的 完备 性 。 

(1) 测度 空间 (ZZ S, A) 的 庆 量 空间 多 (10) 为 可 分 的 必要 和 充分 条 件 
是 ， 具有 有 限 测度 的 可 测 集 空 间 8(u) 是 可 分 的 . 《提示 : 如果 一 个 集 类 在 
5(4) 中 是 稠密 的 ， 划 这 些 集 的 特征 画 数 的 具有 有 理 季 数 的 一 切 有 限 线 纤 组 
合 构 成 一 个 在 pC1) 中 黎 窗 的 集 .》 

(2) 另外 一 个 有 用 的 空 并 就 是 由 一 切 本 性 有 界 的 可 测 丽 数 粗 成 的 集 多。 
如 果 对 于 吕 中 任意 的 方 使 

lfilo=esssup {lf(x)|:xeX)}, 

而 对 于 驶 中 的 f 和 gg 令 Pw( 有 8) 二 上 1f 一 g lw， 则 严 (在 我 们 关于 两 个 元 
素 相 等 的 约定 之 下 ) 形 成 一 个 完备 度量 空间 . 

(3) 在 本 节 所 壕 的 函数 空间 中 ,经 ? 是 已 被 研究 得 最 透 徽 的 一 个 ; 对 于 通 
常 有 限 厅 的 欧 几 星 得 空间 来 骂 , ge? 是 它 的 最 自然 同时 也 是 最 富 成 效 的 推广 
定义 在 多 > 上 的 实 值 本 数 4， 如 果 满 足 关系 式 

A(af +hg)=a 4(f) +h ACg), 

其 中 a, 6 是 两 个 实数 , /和 2& 都 属于 222 则 称 为 人 2 上 的 线性 识 函 数 ， 说 4 
是 一 个 线性 涡 函 数 , 如 果 存 在 正 的 常数 e 使 得 对 于 多 中 每 一 个 和 有 1 4(7) | 
< 过 cl|fib, 旧称 4 是 有 界 的 . 

对 于 每 一 个 有 界 的 绑 性 污 本 数 4, 必定 存在 S22 中 的 元 素 8, 使 当 fe Sa 
时 有 


4( 记 =\y7ear 


(这 是 妈 2 的 一 个 初等 的 几何 性 质 , 它 的 证明 除了 用 到 多 是 洁 备 空间 这 一 事 
实 外 , 并 不 依 顿 于 更 深 的 性 质 ) ,这 个 精 果 可 以 用 玉 证 明 拉 东 -~ 尼 古 丁 定理 ( 同 
时 这 个 结果 又 是 拉 东 -尼古丁 定理 的 相当 容易 的 推 花 )。 为 了 简单 起 见 , 我 们 
只 限于 在 有 限 测 度 的 场合 下 列 岂 这 个 命 通 的 证 朋 的 网 要 . 

设 人 和 和 v 是 两 个 有 限 测 庆 使 得 vy&K， 并 例 入 = 风 十 vb。 
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(3a) 如 果 对 于 绽 2C%) 中 每 一 个 了 有 


A(f)=) fav, 
旭 4 是 吧 a(0) 上 的 一 个 有 界线 性 沁 国 数 。 
(3b) 如 果 
4(f)=) fga), 


则 0<s<1 [MJ，( 提 示 : 落 f 是 可 测 集 瑟 的 特征 卫 数 ， 则 4( 户 一 > (EB) 亏 
ACE).) 
(3c) 如 果 =={x: g(x)=1}, 则 和 CE) 二 0。( 提 示 : 和 CE)=v(E).) 
(36) 对 于 每 一 个 非 负 可 测 丽 数 f 有 


fa adv=) fedr. 
(Se) 如 果 gn 二 也-， 则 对 于 每 一 个 可 测 集 也 有 


v(E)=) ,8 dL, 


(提示 :全 关节 一.) 
(4) 设 (Xs S, A) 是 一 个 有 限 测度 空间 ; 对 于 任意 两 个 实 值 可 测 图 数 
和 8 兮 


|f—gl 
Polf, £)= 1 阿 ap. 


殉 数 Po 是 一 个 座 量 ; 在 放量 Po 的 意义 下 的 收 化 性 与 傅 测度 收 伍 性 等 价 。 
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”在 本 节 中 我 们 将 研究 单 实 变 数 的 某 些 丽 数 与 数 直 线 上 的 有 限 
测度 之 间 的 关系 。 在 本 节 中 我 们 假定 
所 是 数 赴 纹 ， 3 是 全 体 波 雷 耳 集 类 , 4 是 S 上 的 勒 具 格 测度 。 
我 们 将 考虑 屋 上 的 单 届 非 戚 画 数 刻 也 就 是 当 z* 委 y 时 恒 满足 
关系 式 f(z) 志 f(y) 的 画 数 户 为 了 简单 起 几 ， 我 全 就 称 这 种 画 数 
为 单调 夯 数 ， 设 /是 一 个 有 界 单 调 丙 数 , 则 容易 看 出 ， 
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lim 1f Cx) 和 lim if Cx) 
者 存在 着 为 有 限 ; 我 们 技 照 通 常 的 罕 惯 将 世 已 们 分 别 记 作 f( 一 00) 
和 和 大 十 co) 。 
定理 1 襄 ? 是 S 上 的 有 限 测 度 , 如 果 对 于 每 一 个 实数 之 令 
f= Lt zx)), 
则 广 姑 一 个 有 界 单 调 画 数 , 从 左边 连续 ,并且 六 (一 co)=0。 
证 明 。_f 的 有 界 性 和 单调 性 可 由 测度 > 的 对 应 性 质 推 出 。 因 
汶 有 (一 和 0) 一 ?(( 一 00, 一 1)), 1 一 1,3,…, 所 以 
fC—00)=lim, f,(—7) = 
=r(NN ot: ~00<t< ~n)) =7(0) =0, 
现在 证明 ， 对 于 任意 的 x, 是 左 连 灶 的 。 设 {x} 是 一 个 增 数 列 
使 得 lim,, zw 一 23 于 是 
0=2 有 3 [zoomD) 一 HimawLzoz)) 一 
~—lm, (f(T)—f,(rn)). 
下 面 的 定理 是 反面 的 命题 。 
定理 2. 讽 jJ 是 一 个 有 界 单 调 函 数 , 从 左边 速 炉 ,并 且 灰 一 co) 
一 0， 则 存在 S 上 唯一 的 一 个 有 限 测 度 ”% 使 得 f 一 了 /,， 
证 明 。 这 个 定理 的 让 明和 勤 具 格 测度 的 建立 完全 一 华 。 换 一 
旬 话 设 , 如 果 对 于 每 一 个 侍 半 区 问 我 们 以 等 式 
?Le 6\) 一 大 0 — fa) 
求 定义 ”% 则 在 88 中 将 4 换 为 ”, 车 论 仍然 成 立 , 因而 可 以 应 用 测 
度 的 扩张 定理 (§13 定理 1 )。 叭 一 需要 修改 的 ， 力 是 我 何 用 来 证 
明 88 定理 8 的 论点 。 我 们 要 半 明 的 就 是 ， 如 果 {[a;,5,)} 是 趾 开 
区 阅 的 一 个 叙 列 ,而 fao,po) 是 被 这 个 所 列 的 余 集 所 包 的 一 个 合并 
区 间 , 则 有 


zy([ao, 5o)) < 二 "de 5)). 
如 果 a 一 bo, 精 论 显然 成 立 ; 在 其 他 的 情形 ， 全 6 为 满足 关系 8 过 
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所 加 一 0 的 一 个 正 数 。 因 为 f 在 4 是 左 连 种 的 ,因此 ,对 于 每 一 个 
正 数 6 和 每 一 个 正 整 数 i, 存在 正 数 8; 使 得 


f(D fa -8D < i=1,9,.…, 


好 果 Fo 二 [ao; 00 一 是 兰 且 Uj;= 二 (a 一 8 601)，i 一 1,2,…， 则 
oo 呈 U2,U 因此 , 根据 海 尼 - 波 雷 耳 定 至, 存在 正 整数 ?使 得 
Foc Ui Ci 
与 人 定理 2 的 证 明 相 类 似 ,我 们 可 以 得 到 


flbo -8 fla) SD, fb) ~flas—8)) = 
— bf) fa)) + ,fla) fla—e)) < 


和 > Cr 一 Ka)) +6. 


由 于 & 和 6 都 是 任意 的 ,再 利用 f 在 如 的 左 连 炽 性 ,就 得 到 我 们 需 
要 的 转 花 。 | 

定理 1 和 2 建立 了 定义 在 S 上 的 一 切 有 限 测 度 ”与 某 些 单 实 
变数 画 数 广 之 于 的 一 一 对 应 关系 ; 下 面 两 条 定 还 指出 ， 如何 可 以 
将 测度 "的 某 些 测度 其 的 性 质 借 助 于 对 应 的 画 数 广 而 表达 出 来 。 

定理 3. 规 ? 是 SS 上 的 有 限 测 度 ,， 则 几 为 连续 的 必要 和 讽 分 
条 件 是 ;对 于 任 一 点 ZX， 有 ?CC(Z)) 一 0。 

证 明 。 如 果 {zx} 是 一 个 小 碱 数列 ,使 得 lim x 二 xz， 则 

v»{x)) = NR DD) = lm ?Lr 7)) =— 
=lim, (Cf, (2,) —fr (7)). 

我 们 注意 到 , f, 在 xz 为 过 种 的 必要 和 充分 条 件 是 上 式 最 有 端 
项 为 零 。 定 理 于 是 亩 明 完 于， 〖 

裔 /是 单 实 变数 的 实 值 画 数 , 如 果 对 于 每 一 个 正 数 2 存在 正 
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数 56, 使 得 对 于 有 界 开 区 间 的 任何 有 限 不 相交 类 {4,8D): i 二 1， 
…,7), 只 要 满足 关系 式 了 (6; 一 1) <6, 必 有 


二 [fC8) —f la) |<s, 


则 称 了 是 艳 对 连 秆 的 ， 

定理 4. 设 r 是 S 上 的 有 限 测度 , 则 了 为 绝对 连 绩 的 必要 和 
充分 条 件 是 : ”对 于 人 是 绝对 连 炉 的 。 

赶 明 。 裔 "Ku， 则 对 于 每 一 个 正 数 2 存在 正 数 6, 使 得 对 于 
注 足 条 件 4(E) 一 6 的 任何 波 雷 耳 集 ,有 7(E)<<8. 由 此 可 具 , 媚 
果 {Cai,22) :i 一 1,…,7) 是 有 界 开 区 更 的 有 限 不 相交 类 ,满足 关 勾 

CU 世人 [es 95;)) 一 > (bi—a;) <o, 


则 
Sf) fa) | = Pr a6)) =7C fe, 6)) <e, 


现在 证 明 条 件 是 必要 的 .。 设 f, 是 绝对 连 灶 的 . 合 6 为 任意 正 
数 , 而 6 是 一 个 正 数 使 得 当 袜 bz -D6 时 有 和 [f(D 一 AcD | 


<2。 如 果 互 是 一 个 波 雷 耳 集 ， 并 且 它 的 勒 贞 格 测度 为 震 ， 则 存在 
竺 开 区 并 的 不 相交 狼 列 {[a;, 5)} 使 得 


ECUr[ab) 和 -a 
于 是 ,光村 登 一 个 正 瑞 数 有 世 [ 矿 GD 一 f(a) |<e; 因此 


?CE) < 二 "tm B= Df fa [<s, 


和 | 
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由 于 8 是 任意 的 ,所 以 7(E)=0。 上 | 

为 了 表达 下 面 这 个 定理 ( 它 是 勒 具 格 分 解 定 理 的 很 简单 然而 
很 有 用 的 一 个 推荐 ), 我 们 再 引进 一 个 定义 。 设 ?是 S. 上 的 有 限 测 
度 , 如 果 存 在 可 列 集 C 使 得 ”( 和 -CC)=0， 则 称 ”是 姜 原 子 的 。 

定理 8. 设 ? 是 S 上 的 有 限 测度 ， 则 存在 唯一 确定 于 S 上 的 
三 个 测度 ,v2 和 Y3, 满足 下 述 条 件 ; 7 2 由 的 和 是 73 寻 对 于 4 
是 抑 对 连 策 的 ; m2 是 纯 原 子 的 ; V3 对 于 上 44 是 柯 异 的 ,但 对 于 任 一 点 
低 有 Ya({X)) 二 0。 

证 明 。 按 照 勒 具 格 分 解 定理 (8§32 定理 3)， 存 在 S. 上 的 两 个 
测度 vo 入， 人 它们 的 和 是 v, 池 且 vo 对 于 4 是 奇异 的 ,而 旭 对 于 4 
和 是 绝对 连 炉 的 。 兮 C 为 满足 关系 式 YoC{X}) 关 0 的 点 工程 成 的 集 ; 
因为 测度 vw 是 有 限 的 ,所 以 C 是 一 个 可 列 集 。 如 果 合 

va(E) 一 m (站 CD) 和 ?3(E)=Y0(E—C), 

则 分 解 ” 二 十 Ww 十 73 显然 具有 定理 中 所 述 的 全 部 性 里 。 分 解 的 唯 
一 性 可 从 勤 具 格 分 和 解 的 唯一 性 以 及 (CC 的 很 明显 的 唯一 性 推出 。 1 

(I) 本 节 的 全 部 烙 葵 对 于 广义 测 旗 > 都 成 立 ， 只 须 将 所 为 单调 这 个 条 
件 换 为 有 界 变 差 的 条 件 。( 提 示 ; 每 一 个 有 界 变 差 函数 是 两 个 单 届 画 数 之 
差 ,) 

(2) 单调 豆 数 和 移 对 连 粮 丽 数 的 某 些 熟知 的 性 时 可 以 利用 本 节 的 方法 
获得 证 其; 我 们 指 二 下 面 两 个 例子 . . 

(2a) 单 漳 画 数 最 多 具有 可 列 无 限 乡 个 并 断 点 .〈 提 示 : 如 果 J 是 有 界 音 
调 黄 数 ， 从 左边 连 各 ; 井 且 f( 一 00) 二 0, 对 于 这 种 情形 可 以 应 用 定理 2 以 及 
在 证 明定 理 3 时 所 用 的 论点 对 于 一 般 的 场合 ; 可 以 利用 一 些 简单 的 变换 化 
为 这 种 特殊 场合 .) 

(2b) 如 果 有 界 单调 琴 数 是 息 对 连 粹 的， 并 且 f( 一 00) = 和 则 存在 非 
负 勒 具 格 可 积 画 数 4 使 得 


fx) = gd， 
(提示 : 应 用 定理 2 和 4.) 
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(3) 下 面 的 一 些 命题 指 册 ，$15 定理 3 和 15.1 中 的 结果 可 以 扩 充 汉 一 
个 非常 广泛 的 测度 类 上 , 这 个 测 庭 类 包含 本 节 所 讨论 的 测 许 在 内 . 

(3a) 设 S 是 由 天 的 子 集 组 成 的 一 个 o 环 , L 是 S 中 之 集 绷 成 的 一 个 
烙 , SCL) 是 由 工 产 生 的 o~- 环 ， 如 果 定 义 在 S. 上 的 两 个 有 限 测 上 斋 凡 和 vv 在 
L 上 相等 , 则 它们 在 SCL) 上 也 相等 ，( 提 示 : 如 果 EeL, FeL, 并 且 EcF， 
则 j(F 一 BE) 一 v(F 一 EF). 然后 应 用 5.2, 8.5 和 $13 定理 1.) 

《3b) 误 天 是 一 个 庆 量 空间 .如 果 定 义 在 耻 的 公 体 波 雷 耳 集 类 上 的 两 
个 有 限 测 弃 jp 和 bw 在 半 的 全体 开 集 类 U 上 相等 ， 则 jw 和 vw 对 于 一 切 波 雷 
耳 集 相等 . 

(3c) 发 下 是 一 个 度量 空间 ,U 是 互 的 全 体 开 集 类 , pv 是 定义 在 兰 的 对 
体 波 备 耳 集 类 上 的 一 个 有 限 测 度 ， 则 对 于 每 一 个 波 雷 耳 集 五 有 nCB)= 
inf{K(D0): EcUeU}. (提示 ; 由 等 式 y* (E) 二 inf {1(U0):EcUeU}) 确 
定 的 集 画 数 过 是 一 个 有 限 的 度量 外 测度 ( 券 看 11.8a), 它 在 全 体 波 雷 耳 集 类 
.上 确定 了 一 个 测 府 vy, 并且 vv 和风 在 U 上 相等 .) 

《3d) 裔 羽 是 一 个 庆 量 空间 , 凡是 定义 在 下 的 全 体 波 雷 征集 类 上 的 一 
个 测度 , C 是 到 中 具有 有 限 测度 的 全 体力 子 集 组 成 的 类 , 则 对 于 每 一 个 具有 
co 有限 测 度 的 波 雷 耳 集 上, 有 LCE) 二 sup {KL(C): 五 CeC}+，( 提 示 : 只 
须 关 上 谨 测 度 为 有 限 的 集 瑟 ， 售 vCF) 二 (EN 玉 ), 然后 对 v 和 站 一 E 应 用 
(30).) 

(3e) 敲 瑟 是 一 个 可 分 的 守备 度量 空间, 凡是 定义 在 下 的 全 体 波 雷 耳 
集 类 上 的 一 个 测度 ， Ce 是 XX 中 共有 有 限 测 庆 的 全 体 紧 子 集 租 成 的 类 ， 则 对 
于 每 一 个 具有 o~- 有 限 测 府 的 小 雷 耳 集 E; 有 MCE)==sup {kK(C) :E> 
CeCo}.。 (提示: 应 用 (39) 和 910.) 

(和 设 y 是 S. 上 的 有 限 测 度 ， 如果 波 雷 耳 集 Eo 是 v 的 一 个 原子 ， 则 存 
在 Eo 中 的 点 Xo 使 得 v(Bo 一 {x0)) = 二 0. (提示 :利用 (3) 码 可 将 一 般 扬 合 为 
名 是 有 界 阴 内 的 场合 .) 

(5) 设 v 是 S 上 的 有 限 测度 , 则 广 为 连 绪 的 必 要 和 充分 条 件 是 : v 是 缺 
原子 的 . 

(6) 本 节 的 大 部 分 结 葵 对 于 不 一 定 为 有 限 的 测 诬 和 广义 测 庆 z 也 成 立 ; 
重要 的 是 , 当 巨 是 有 界 区 立时 , vy(E) 必须 是 有 限 的 ， 

(7) 为 了 和 (6) 相 联 系 , 并 且 为 了 建立 反例 起 见 , 我 们 指出 下 面 这 个 有 
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趣 的 事实 。 存 在 定义 在 S 上 的 o~ 有 限 测 论 vv 对 于 几 是 稳 对 连 粮 的 , 但 对 

于 具有 非 空 内 部 的 任何 区 间 EE,， 有 vCE) 二 00。( 提 示 : 设 f 是 一 个 正 的 勒 央 

格 可 积 画 数 使 得 对 于 每 一 个 正 数 s 有 
全 产 an=co 

例如 , 可 售 x) 二 Ce 全 TA) 一 。 训 {roy…} 是 从 体 有 理 数 列 ， 如果 对 


于 每 一 个 全 


ww 
gD= ft) 


办 一 工 


而 对 于 每 一 个 波 雷 耳 集 已 全 
v(E)=\ dp 
则 测 庆 > 具有 命题 中 所 述 的 全 痢 性 质 ， 我 们 注意 到 , 因为 


所 以 函数 g 几乎 处 处 有 限 [1.) 


覆 奉 
$44. 引 和 
本 节 的 目的 是 ,对 于 如 何在 测度 论 的 基础 上 建立 概率 的 理论 ， 


给 以 直观 的 解释 。 

在 概 柠 论 中 ;“ 事 件 ”是 还 没有 侈 切 定义 的 术语 中 最 主要 的 一 
个 。 不 严格 地 设 ， 某 种 物理 试验 的 任何 一 种 可 能 发 生 的 烙 果 就 是 
一 个 事件 。 我 们 取 大 家 都 知道 的 据 咒 子 的 试验 作为 例子 ,以 工 ( 一 
1,2,3,4,5 或 6) 表示 手册 的 点 数 。“z 是 偶数 ”,“z 小 于 4”, “Zz 外 
于 6” 论断 , 都 与 试验 的 一 个 可 能 发 上 生 的 糙 果 相 
对 应 。 从 这 个 观点 出 发 ， 事件 的 数目 就 是 六 个 正 整 数 1,2,3, 4, 5， 
6 的 一 切 可 能 狂 合 的 总 数 。 如 果 为 了 完整 以 及 以 后 应 用 的 方便 起 
此 ,我 们 再 加 上 一 个 不 可 能 事件 ; “Zz 不 等 于 1, 2, 8, 4, 5, 6 大 个 数 
中 的 任何 一 个 "， 于 是 在 毛 民 子 这 个 就 脸 中 我 们 就 有 了 关 种 可 能 
的 事件 。 汶 了 进一步 讨论 这 个 例子 ， 我 们 引进 一 些 记 号 。 我 们 以 
{2,4, 6} 表 示 事 件 “z 是 偶数 ", 以 {1,2,3}) 表示 事件 “z 小 于 4 和， 等 
等 。 不 可 能 事件 和 必然 事件 (= {1,2, 3,4, 5, 6}) 应 该 用 特殊 的 记 
号 来 表示 ;我 们 分 别 以 0 入 来 记 它 们 . 

关于 事件 > 在 日 常识 话 中 常常 会 用 到 下 面 的 种 种 谣 法 ,“ 两 个 

事件 五 和 下 是 互 不 相 容 的 ", “事件 五 和 事件 玉 是 对 立 的 ?， “事件 
已 是 由 下 和 G 二 考 同 时 发 至 而 组 成 的 ” 以 及 “事件 瑟 是 由 下 和 G 
二 者 至 少 发 生 其 一 而 组 成 的 "。 这 些 发 活 指 再 了 在 事件 和 事件 之 问 
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有 一 定 的 关系 存在 ， 同 时 也 指 下 了 从 原来 的 事件 经 过 运算 可 以 产 
上 生 新 的 事件 ;这些 关 系 和 运算 , 最 后 必然 会 成 为 事件 的 数学 理 葵 的 
一 部 分 . 

对 立 囊 件 的 概念 也 许 是 最 明显 的 。 设 是 一 个 事件 , 则 “不 
发 生 " 这 一 个 事件 就 称 为 五 的 对 立 事件 , 记 为 上 忆 ， 于 是 , 若 E= (3， 
4,6}), 卓志 一 {1,3,5}。 对 应 于 加 辑 上 的 “或 "与 “和 ”, 我 们 也 可 以 
引进 事件 钥 合 的 概念 。 对 于 任意 两 个 事件 到 和 尺 我 们 以 EUF 
和 五 门卫 分 别 表示 它们 的 “ 供 " 与 " 诡 ": 剖 件 UF 发 生 , 必须 而 且 
只 须 五 和 下 一 考 至 少 发 生 其 一 ; 事件 了 0 卫 发 生 ， 必 须 而 且 只 须 
EE 和 下 二 者 者 发生。 于 是 , 车 一 {2,4,6), 而 FF=(1, 2, 3}》， 则 
EUF={1,2,3,4,6}, ENF={2)}. 

以 上 这 些 讨论 ， 以 及 在 更 为 复杂 的 试验 里 这 些 构 念 的 很 明显 
的 推广 ， 设 明了 概率 芥 建 立 在 对 于 以 集 为 元 素 的 布尔 代数 的 研究 
上 。 一 个 事件 就 是 一 个 集 , 对 立 吉 件 就 是 余 集 : 互 不 相 容 事件 就 是 
不 相交 和 集 ; 由 两 个 事件 间 时 八 生 而 租 成 的 囊 件 就 是 两 个 集 的 交集 。 
很 明显 ,这 种 以 集 论 的 术语 来 表达 的 方式 还 可 以 列举 出 许多 来 。 

对 于 古典 构 率 论 来 说 ， 由 于 考 目 的 阅 题 只 是 些 简 单 的 赌博 游 
戏 , 例如 手册 子 , 其 中 可 能 吉 件 的 总 数 古 有 限 的 , 因此 , 将 一 切 事 件 
的 类 归 精 为 以 集 为 元 素 的 布尔 代数 ， 是 很 恰当 的 。 但 对 于 近代 理 
论 和 实际 中 产生 的 问题 , 其 至 对 于 比较 复杂 的 赌博 游戏 的 讨论 , 都 
需要 另外 有 一 个 附加 的 假发 条 件 .。 这 个 荣 件 就 是 ， 事 件 系 对 于 可 
列 们 的 运算 必须 是 封 亲 的 ; 用 我 们 的 术语 来 说 , 就 是 ; 布尔 代数 必 
须 是 一 个 0 代数 。 

也 许 我 们 可 以 通过 一 个 例子 ,虽然 是 一 个 不 太 自 然 的 例子 ,来 
说 明 上 上 上述 假设 条 件 的 必要 性 .假定 有 一 个 赠 徒 ， 决 心 要 连 生地 括 
一 粒 懂 子 ， 达 到 第 一 次 出 璃 6 点 为 止 。 兮 ,表示 只 在 第 n 次 所 
出 6 这 一 事件 ,事件 = Ws- 发 乍 , 当 而 且 只 当 游 戏 在 有 限 次 
的 投手 后 禾 止 。 对 立 事件 忆 的 发 证， 至 少 在 过 辑 上 (即使 不 是 在 
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实际 上 ) 是 可 能 的 ， 因此 在 一 般 的 概率 理论 中 ,要 将 这 一 事件 包含 
在 内 而 加 以 计 论 ,是 很 合理 的 。 计 许多 多 这 一 类 的 例子 , 尤其 重要 
的 是 某 些 夭 粹 数学 上 的 理由 , 让 明 我 何 前 面 所 这 的 基点 是 正确 的 ， 
那 就 是 ,概率 的 数学 理论 建立 在 对 于 以 集 为 元 素 的 布尔 0- 代数 的 
研究 上 . 

但 这 并 不 是 杀 , 一切 以 集 为 元 素 的 布尔 -~ 代数 都 是 概率 葵 的 
研究 对 象 。 同 时 , 有 关 这 类 布尔 "- 代数 以 及 它们 的 元 素 之 阅 关系 
的 命题 ,通常 都 只 限于 性 质 方面 的 描述 ;而 概率 论 则 也 要 研究 布尔 
o- 代 数 的 量 的 方面 的 性 实 。 吏 在 我 们 进而 引出 概率 的 定义 . 

当 我 们 于 : “ 某 一 事件 的 概率 是 多 少 ?? 我 们 希望 得 到 的 回答 力 
是 一 个 数 , 是 与 这 个 事件 相 联系 的 一 个 数 。 换 一 句 蜂 改 , 鬼 率 是 囊 
件 忆 的 一 个 数值 的 西数 i 也 就 是 定义 在 一 个 布尔 o- 代数 上 的 集 
画 数 。 从 直观 和 实际 上 来 考虑 , 我 们 要 求 数 k(E) 应 散 能 够 表 坪 事 
件 玉 出 现 的 频率 。 如 果 在 就 台 的 大 量 重复 进行 下 , 可 能 发 生 的 章 
件 忆 事实 上 只 出 现 了 总 次 数 的 四 分 之 一 〈 因 而 其 余 四 分 之 三 的 区 
数 力 是 忌 出 现 的 次 数 ), 则 我 们 可 以 就 图 以 LCE) 一 于 来 反映 这 个 
灶 果 。 即 使 是 这 样 一 种 非常 粗糙 的 估计 ， 已 烃 可 以 使 我 们 对 醒 数 
4 的 性 质 有 一 个 初步 的 论 识 . 

合 MCE) 表示 事件 巨 发 生 的 频率 ， 也 就 是 书 出 现 的 次 数 与 就 
驻 的 总 次 数 之 比 , 则 CE) 必须 是 一 个 非 负 的 实数 , 事实 上 力 是 单 
位 区 闻 [0,1] 中 的 一 个 数 ， 如 果 事件 五 入 互 不 相 容 一 一 例如 ， 
在 上 面包 角 子 的 例子 里 ，E 一 {1}， 一 {2, 4, 6} 一 一 则 事件 EUF 
(在 上 面 的 例子 里 就 是 {1;, 9, 4, 6) ) 发 生 的 闫 率 显然 就 是 为 忆 一 者 
频率 之 和 。 如 果 宛 出 工 点 的 葡 数 占 总 葡 数 的 于 而 扼 册 偶数 点 占 
去; 则 拖 出 1 点 或 偶数 点 的 次 数 占 总 次 数 的 二 十 十 。 由 此 可 昂 , 机 
数 4 不 能 是 完全 任意 的 ; 它 必须 满足 可 加 性 的 条 件 , 也 就 是 鹃 ， 如 
果 ENF=0， 则 KCEU) 必 须 等 于 LCE) HRCF)。 又 因为 必然 事 
件 每 次 都 发 生 , 我 们 必须 规定 K(X)==1, 
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现在 我 们 只 差 一 点 就 可 以 到 达 概 率 的 最 后 定义 了 ;所 差 的 这 
一 点 在 表面 上 看 起 来 好 像 是 很 微 粗 的 一 点 ， 而 毒 实 上 湖 是 极其 重 
要 的 。 如 果 k 是 定义 在 以 集 为 元 素 的 布尔 o- 代数 上 具有 可 加 性 
的 集 责 数 , 而 { 忌 ,} 是 这 个 代数 中 不 相交 集 的 然 限 叙 列 , 则 等 式 

uCU En) = DHE,) 


n=|} 


可 能 成 立 ， 也 可 能 不 成 立 。 可 列 可 加 性 是 我 全 对 于 4 的 另 一 个 附 
加 条 件 一 一 如 果 没 有 这 一 个 条 件 ， 近 代 概 率 葵 就 不 可 能 起 作用 . 
从 直觉 的 观点 出 发 ， 我 们 要 求 可 列 可 加 性 正如 辐 要 求 有 限 可 加 性 
一 样 。 至少, 可 列 可 加 性 与 我 们 的 直观 工 无 抵 角 之 处 , 而 由 此 建立 
起 来 的 至 渝 已 猫 获 得 极为 成 功 的 发 展 ， 足 以 证 明 当 初 引进 它 是 完 
多 正确 的 。 总 烙 上 面 的 诗 花 , 我 们 得 到 概率 的 定义 如 下 ， 

概率 上 & 是 定义 在 由 和 集 和 的 子 集 组 成 的 某 个 布尔 呈 -代数 S 上 
的 调度 , 霸 且 以 和) 一 1 

在 前 面 风 章 关 于 测度 的 理论 中 ,“ 可 测 范 数 "、“ 积 分 "和 “ 冬 积 
空间 ”这些 概念 占有 重要 的 地 位 ;以 下 我 们 将 介 阁 这 些 鬼 念 的 构 率 

我 们 先 从 “随机 变数 ”这 个 常用 的 术语 开始 . “随机 变数 是 一 
个 变量 , 它 的 信 由 机 会 确定 *。 因 此 , 我 们 所 要 考虑 的 力 是 “变量 ”。 
大 家 都 知道 ， 自 从 人 们 开始 要 求 严 格 地 表 远 数学 的 定义 以 来 ,“ 变 
基 " 这 个 术语, 特别 是 , 一 个 变量 , 它 的 值 是 按照 某 种 方式 而 “确定 " 
的 , 事实 上 就 是 指 的 函数 。 这 样 ， 我 僻 就 可 以 属 ， 随 机 变数 是 一 个 
泵 数 , 它 所 取 的 值 由 机 会 来 确定 。 换 一 句 话 设 ,随机 变数 就 是 与 茶 
一 个 试验 相 联 系 的 画 数 ,就 验 一 旦 完成 , 落 数 的 值 也 就 随 之 确定 ， 
我 鸽 已 纸 看 和 到, 在 数学 里 与 试验 相对 应 的 就 是 测度 宏 间 和 ; 因而 ， 
试验 类 果 的 画 数 就 是 文中 点 x 的 画 数 ， 所 以 ,随机 变数 是 定义 在 
测度 空间 关上 的 实 值 责 数 ， 

但 是 上 面 的 说 法 还 没有 完全 地 描述 出 “随机 变数 "这 个 术 庄 通 
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常 所 包含 的 意义 。 定 义 在 测度 宏 间 XX 上 的 画 数 及 只 有 当 与 的 
值 相 关 的 概率 半 题 具有 意义 的 时 候 , 才能 够 称 为 随机 变数 。 例 如 ， 
“f 的 值 在 < 与 8 之 问 的 概率 是 多 少 ?” 就 是 一 个 典型 的 问题 。 按 
照 测度 答 的 如 法 , 就 是 “满足 关系 式 a< f(z) <8 的 点 z 的 集 ， 它 
的 测度 是 多 少 ?” 为 了 使 得 这 一 类 的 问题 都 能 得 到 解答 , 必须 而 且 
只 须 ， 在 问题 中 出 现 的 集 都 属于 天 的 基本 呈 代数 S。 换 一 句 库 
机, 随机 变数 是 一 个 可 测 画 数 。 

现在 我 们 来 余 尽 地 讨论 一 下 与 痢 懂 子 的 试验 相 联 系 的 随机 变 
数 ， 假 定 骨 子 的 质量 是 均匀 的 ,我 何以 等 式 .Fz) 一 z 来 定义 随机 
变数 刻画 数 .了 可 能 取 的 值 是 1, 2, 3, 4, 5, 6 六 个 正 整数 .在 痊 率 
葵 中 ， 这 六 个 数 的 算术 中 值 计 (1+2+8+4+5 十 6) 有 相当 重要 的 
意义 ; 我 们 称 它 为 随机 变数 f 的 三 均值 、 中 值 或 数学 期 望 。 如果 
骨 子 里 灌 了 给 ， 则 x 出 更 的 概率 就 不 一 定 是 二 而 是 p.， 这 时 算术 
中 值 就 变 成 了 加 权 中 值 ， 在 这 种 情形 下 /的 数学 期 望 是 1p1 圭 … 
于 6-js。 在 西数 了 芭 值 的 数目 为 无 限时 ， 这 种 加 权 和 数 可 以 类 似 
地 以 积分 表 出 ;如 果 可 测 画 数 了 是 可 积 的 ， 则 按照 定义 , 积分 的 什 
就 是 的 数学 期 望 ， 

这 样 , 可 测 西 数 及 其 积分 在 概率 哈 中 就 有 了 意义 :为 了 揭露 乘 
积 空 间 的 概率 意义 ， 以 下 我 们 对 扼 侦 子 的 莽 验 维和 芒 加 以 研究 .为 
了 简单 起 只 ,我 们 仍然 假定 拖 出 任何 一 面 的 可 能 性 是 相等 的 , 因而 
每 一 面 出 更 的 概率 都 是 于 。 考 虑 事件 一 {2,4,6) 和 下 ={1, 2]. 
我 们 首先 要 引进 条 件 概率 的 构 念 ， 利 用 这 个 概念 就 可 以 解答 下 面 
这 一 类 的 问题 “如 果 知 道 了 事件 玉 已 经 发 生 , 间 事 件 五 发 生 的 概 
率 是 多 少 ?" 在 拨 瞬 子 的 例子 里 ,就 是 : “已 知 + 小 于 3, 阅 工 为 偶数 
的 概率 是 多 少 ?” 所 稍 “ 条 件 闻 株 "， 就 是 机群 算 在 预先 指定 的 条 件 
下 某 事件 发 生 的 概率。 

识 有 事件 G= {2}, 现 在 假定 事件 G 已 发 生 , 我 们 要 求 求 已 的 
条 件 概率 。 这 个 问题 的 解答 , 在 直观 上 是 十 分 明显 的 ; 它 并 不 取决 
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于 任何 像 假 子 是 否 均匀 之 类 的 条 件 。 弃 然 已 知 + 特 于 2， 则 工 当 
然 是 偶数 ， 因 此 五 的 条 件 概 率 是 1。 这 个 问题 的 解决 所 以 是 如 此 
地 窒 易 , 力 是 因为 G 被 五 所 包 。 在 一 般 的 场合 , 我 们 需要 计算 , 在 
什么 样 的 程度 或 比例 下 , 巨 知事 件 下 被 未 知事 件 五 所 包 。 漳 了 这 
里 ,问题 的 解答 差不多 已 沟 是 很 明显 了 :下 被 五 所 包 的 程度 ， 可 以 
用 天 和 尺 同 时 发 生 的 可 能 性 来 量度, 也 就 是 用 ACE 下) 来 量度 。 
但 是 问题 并 没有 完全 解决 , 因为 我 们 不 但 要 考虑 NN 下 的 大 小 , 主 
要 的 还 要 考虑 EN 了 的 大 小 与 厂 的 大 小 之 比 . 

现在 我 们 可 以 猴 出 条 件 摇 率 的 定义 了 。 在 事件 下 已 名 汶 生 
的 情况 下 ,事件 EE 的 条 件 构 这 定义 为 xCEN 玉 ) /pC 下 ), 记 为 Lp(E)， 
如 果 ={2,4,6), G 一 {2), 我 们 得 到 前 面 已 经 得 出 的 车 小:4e( 卫 ) 
= 卫 如 果 五 =={2,4,6} 而 太 ={1,2), 则 Kp(E) 一 去 ,这 在 直观 上 是 
十 分 合理 的 。 换 一 多 话 褒 ， 如 果 已 知 工 等 于 1 或 2， 则 x 为 奇数 
(一 少 或 个 数 ( 一 2) 的 概率 都 是 去 . 

考虑 下 面 两 个 问题 ; “如 果 事 件 下 已 经 发 生 , 则 事件 已 的 桥 率 
是 多 少 "? “事件 已 的 要 这 是 多 少 "? 当然, 答 靠 分 别 是 pr( 本 和 
4(E) .在 有 些 场合 中 ,例如 在 前 面 的 例子 里 ,对 于 上 述 两 个 间 题 来 
讼 ,答案 是 相等 的 ;也 就 是 襄 , 事件 下 的 发 生 与 否 天 不 影响 事件 已 
的 构 紊 。 在 这 种 情形 下 ,我们 很 自然 地 想到 用 “独立 " 或 “ 扰 关 "来 
表达 它 伍 的 相互 关系 :事件 的 松 率 分 布 与 事件 下 无 关 。 更 精 依 
地 跑 , 如果 Lp(E)= 二 4L(E)， 央 事件 和 下 是 互相 独立 的 。 如 果 我 
们 回想 一 下 Lp(E) 的 定义 ， 就 可 以 将 独立 事件 的 定义 表达 成 更 为 
对 称 并 且 常 用 的 形式 : 当 而 且 只 当 LCEN 下) 二 KCE)4CF) 时 , 事件 
已 和 下 称 为 酸 达 扰 关 (或 业 调 扰 关 , 或 随机 急 关 ) 或 独立 ， 

假定 我 们 要 互相 独立 地 进行 两 个 同样 的 试验 一 一 例如 ， 将 一 
粒 均匀 的 山子 连 炽 所 两 痰 。 在 这 种 复合 试验 下 ， 每 炎 得 出 的 精 果 
就 不 再 是 一 个 数 , 而 是 一 对 数 (z1, za) 了。 与 这 种 复合 就 脸 相对 应 
的 测度 空 阅 中 的 点 ， 乃 是 原来 的 测度 空间 和 它 自 己 的 笛 卡 儿 乘 悉 
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空间 中 的 点 。 现 在 的 问题 是 , 要 在 乘积 空间 中 傅 定 疫 率 , 即 测度 
作为 一 个 例子 ， 我 们 考虑 事件 一 “zl1<37 和 万 一 “za<42。 我 倍 有 
HACE) 一 言 ; KCR) 二 去 如 果 将 起 又 的 独立 性 了 解 汶 任 意 两 个 事件 
例如 蕊 和 下 的 独立 性 , 则 必然 有 LCEN 站 下 ) 一 三 吝 

根据 上 段 的 论点 , 我们 看 到 ， 如 果 一 个 就 验 在 数学 上 由 一 个 测 
度 安 间 (了 , S, 必 葵 出 ， 则 两 个 互相 独立 的 同样 的 试验 粗 合 在 数学 
上 就 是 (X,S,4) 与 其 本 身 的 和 馆 卡 史 彝 积 宏 加. 

正 邵 同 由 同一 个 试验 的 两 次 重复 产生 了 二 杂 第 卡 儿 先 积 空 
间 ， 由 任意 有 限 次 数 的 重复 , 例如 次 ,就 可 以 欠 凡 条 和 销 卡 守 乘 
积 密 闻 . 这 个 步骤 也 可 以 扩充 到 乱 限 条 的 场合 :一 个 就 验 的 矮 限 多 
次 互相 独立 的 重复 ,在 数学 上 就 是 一 个 无 限 蕉 币 卡 儿科 积 空 间 .。 虽 
然 在 实际 上 一 个 试验 的 人 无限 多 次 互相 独立 的 重复 是 不 可 想像 的 ， 
但 是 我 全 考虑 无 限 蕉 乘积 空间 却 是 很 有 签 处 的 。 问题 在 于 ， 有 妊 
多 构 率 的 命题 是 关于 大 量 试验 或 对 于 襄 件 的 发 生 进 行 长 期 观察 的 
竺 和 渝 ， 而 要 精 丛 地 表达 出 这 类 命题 ， 必 须 利用 十 分 严 宕 的 极限 定 
理 。 

我 俩 的 引言 到 此 告 一 段落 ! 从 下 一 地 开始 我 们 辖 而 详尽 地 醋 
完 构 率 论 的 基本 概念 和 灶 论 。 


845. 独 开 性 


全 有 限 测度 空间 (X, S, x) 如 果 满 足 条 件 4( 叉 ) 一 1， 称 为 概率 
空间 ; 定义 在 概率 空间 上 的 测度 4 称 为 概率 测度 。 

设 王 是 概率 空间 (和 , S,x) 中 可 测 集 的 有 限 或 然 限 类 ， 如 果 对 
于 EE 中 不 相同 集 的 每 一 个 有 限 类 {已 :i 二 1,…,n), 等 式 

NE)= 1, ncE) 
成 立 ,旧称 类 中 的 集 是 (随机 ) 独 立 的。 在 EE 只 包含 两 个 集 忆 和 
的 场合 下 ,独立 性 的 条 件 由 等 式 ' 
LENF)=u(E)A(E) 
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表 出 。 作 为 一 个 例子 , 我 们 考虑 具有 勒 具 格 测 度 的 单位 正方 形 
X={(z,y) 0SITE1l, 0 委 7y 委 1 合 
五 = 人 (zy):0 委 zs 2a<? 委 0)， 
下 =({(c yc 和 zsd， 0<y<1), 

其 中 4,8,c,qd 基 单 位 并 区 阅 [0,1j 中 任意 的 数 , 旧 五 和 下 是 互相 独 
立 的 。 我 们 注意 到 ， 要 使 得 一 个 类 了 中 的 集 (即使 上 是 一 个 有 限 
类 也 好 ) 是 独立 的 , 划 王 中 不 相同 的 集 两 丽 独立 还 是 不 够 的 。 

设 8 是 定义 在 概率 空间 (和 X,S, 0) 上 的 实 值 可 测 范 数 的 有 限 或 
无 限 集 ， 如 果 对 于 8 中 不 相同 画 数 的 每 一 个 有 限 子 集 { :i 二 1,…， 
4), 以 及 数 直 线 上 波 雷 耳 集 的 每 一 个 有 限 类 {人 Mi:i 二 1,…,74), 等 式 

KK 门 2 人 ze = ,er:fiCr)e Mi}) 

成 立 ， 划 称 集 8 中 的 画 数 是 (随机 ) 独立 的 。 下 面 是 这 个 条 件 的 一 
个 等 价 的 琢 法 。 如 果 对 于 8 中 每 一 个 夯 数 户 按照 任意 的 方式 选择 
数 直 绕 上 的 一 个 波 雷 耳 集 Mr， 则 类 王 = (三 :COMD :fe8} 中 的 集 是 
互相 独立 的 ， 下 面 是 两 个 独 了 并 函数 了 和 g 的 例子 。 如 同 在 上 面 的 
例子 里 一 样 , 取 单 位 正方 形 作为 头 , 而 由 等 式 f(z,y) 一 XT 和 g(x,y) 
一 ?分 别 定 义 上 和 8g。 

我 们 的 独立 集 和 独立 画 数 的 例子 指出 ， 在 随机 独立 性 和 第 卡 
儿 乘 积 空 间 的 概念 之 问 存 在 着 很 密切 的 联系 。 事实 上 , 假定 及 和 
户 是 定义 在 概率 宏 闻 (XX,S,r) 上 的 两 个 独立 茵 数 ， 我 们 来 注 虚 由 
等 式 


To 一 ( 广 (), 户 CC)) 
丛 定 的 , 忒 在 欧 几 里 得 平面 中 的 变换 三 。 如 果 和 平面 中 的 可 测 性 了 
解 为 按照 波 雷 生意 义 的 可 测 性 , 旭 因 和 keS 而 万 和 户 者 是 可 测 画 
数 ， 所 以 下 是 一 个 可 测 变 换 ; 此 外 , 户 和 户 本 身 都 是 民 在 数 直 线 
中 的 可 测 变换 。 与 独立 性 的 定义 加 以 直接 的 比较 , 我 们 看 出 , 画 数 
五 和 户 的 独立 性 可 以 由 等 式 
LTT =ufT xU 
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很 简单 地 表达 再 来 (如 有 果 以 记号 万 x 户 来 表示 变换 全, 则 上 面 这 个 
等 式 取 分 配 律 的 形式 )， 如 果 在 平面 上 定义 画 数 g 和 g2 如 下 : 
g1CY19 Yo) =, E21 3) 一 3 

则 容易 台 诈 , 有 二 gy， 二 g,T。 从 这 些 很 简单 的 考虑 , 我 们 已 经 
可 以 得 到 下 面 的 精 论 。 

定理 1. 设 户 和 轧 是 独立 画 数 ， 二 者 都 巴 是 几乎 处 处 为 零 ， 
则 五 和 和 三 都 为 可 积 玉 数 的 必要 和 充分 条 件 是 : 宅 们 的 乘积 及 访 是 
可 积 画 数 。 如 果 满 足 了 这 个 条 件 , 划 有 


{fifa /fa /au 


不明。 利用 -上 面 引 进 的 记号 ， 我 们 看 出 (根据 839 定理 3 )， 
| 大 的 可 积 性 等 价 于 g; 的 可 积 性 , ?二 1,2; 而 根据 定 比 尼 定 理 ， 如 
果 |gi| 和 |gz| 是 可 积 和 的 , 旧 |gig2| 是 可 积 的 .反之 ,如 时 |gig2| 是 可 
积 的 ， 则 1gxss| 的 几乎 每 一 个 截 口 是 可 积 的 。 因 为 每 一 个 这 样 的 
截 口 乃 是 |gi| 或 |82| 与 一 个 常数 的 乘积 ,而 根据 假设 条 件 , 和 户 
都 不 是 几乎 处 处 为 堆 ， 所 以 可 合 这 些 常数 因子 蜡 于 零 ; 由 此 可 昆 ， 
如 果 |gig2| 是 可 积 的 , 则 |gi| 和 |g2| 都 是 可 积 的 。 最 后 , 再 应 用 一 
次 $33 定理 3 就 可 以 识 明 ,|gig2| 是 可 积 的 必须 而 且 只 须 | 有 及 | 是 
可 积 的 ， 于 是 定理 中 关于 可 积 性 部 分 就 得 到 了 证 明 。 定 娃 的 第 二 
部 分 可 由 富 比 尼 定 理 推 出 。 1 
习 积 空间 在 独立 函数 的 研究 中 的 应 用 ， 其 范围 远 远 超出 上 面 
指出 的 简单 情形 。 例如, 设 { f/f) 是 独立 图 数 的 斤 列 ,了 是 数 直 线 的 
叙 列 的 秆 卡 儿 乘 积 空 闻 ， 其 中 每 一 个 数列 克 中 的 可 测 性 了 解 为 按 
照 波 雷 耳 意 义 的 可 油性。 如果 对 于 每 一 个 x, 兮 
TD) = fC2), Br), *…), 
则 三 是 忆 在 工 中 的 可 测 变 换 ; 函数 户 为 独立 的 必要 和 充分 条 件 
是 
8 一 AT XLf x 
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如 果 在 了 上 定义 画 数 g, 如 下 ; 
gn V1 Yo ) = Ys 于 一 二 2 

则 访 =goT 2 一 1 2 。 对 于 画 数 的 任意 (有 限 , 可 列 , 或 不 可 列 ) 
集 , 类 似 的 车 芥 也 成 立 。 

定理 2. 设 (fi:i 一 1,…, J 二 1,…,7;) 是 独立 可 数 集 ,， 如 办 
办 ; 是 2; 个 实 变数 的 实 信 波 雷 耳 可 测 驯 数 ,i 一 1,…,k, 措 上 

iD 一 让 (CC fin, CT)), 

则 通 数 及 ,…,fi 是 独立 的 。 

证 明 。 利 用 前 面 建 立 起 来 的 关于 乘积 宏 闻 和 独立 性 的 关系 ， 
很 容易 证 明 这 个 定理 。 设 7 是 数 直 线 ,i 一 1,…,8,j 一 1,… ,7 大 
合 了 二 X,,; 了 i;。 如 果 会 

TE EC Os fn Css fH) Fen, CF) 
BY 9 Ying rs Phy VR) = Yi 
和 
gi—= pi(gi “Bins) 

其 太 二 gi TZ, i 二 1, …, 有 。 因 为 画 数 gi 显然 是 独立 的 ， 所 以 画 数 下 
也 是 独立 的 。 

作为 本 节 的 灶 束 ， 我 们 引进 构 率 认 中 常用 的 一 个 术 匡 。 设 f 
是 定义 在 概率 襟 间 (X,S,4). 上 的 一 个 实 值 可 测 画 数 , 着 且 .F 是 可 
积 的 , 则 由 六 瓦 兹 不 等 式 ( 即 当 为 =2 时 的 荷 德尔 不 等 式 ， 参 看 842 
定理 1 ) 可 知 , 本身 也 是 可 积 的 , 井 且 有 


(frar) 大 /Pa 
如 果 合 |f dh 一 os 则 
f -a 


称 为 了 的 方差 ， 记 为 (fA)， 因 为 恒 等 于 常数 的 醒 数 在 整个 构 率 
空间 上 的 积分 值 就 等 于 这 个 当 数 ,所 以 模 据 4 的 定义 就 有 
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oOD=(1 Pi-( {far). 


对 于 任意 实数 c, 显然 有 中 (ef) 二 0203( 耻 ). 
定理 535， 襄 了 上 和 gg 是 具有 有 限 方差 的 独立 函数 ， 则 
fig)=0(f) +o(g). 
证 明 。 我 们 有 


“fro rea-(f Frear) = 
=/ fraut2 /fe dt 1 ear-( [far) _ 
Ja) fo)-(feo), 


应 用 定理 1 就 得 到 本 定理 的 鱼 论 。 1 

(1) 设 玉 是 概率 空间 (CX, S, A) 中 具有 正 测度 的 一 个 可 测 集 ， 如 果 对 于 
每 一 个 可 测 集 世 , 全 LAE) 二 KCF NE)JLCF)， 则 Vs 是 定义 在 S 上 注 足 
条 件 人 pz 人) 一 上 的 一 个 桥 率 测度 ; 集 玉 和 是 独立 的 , 必须 而 且 只 须 
Hp ( 忆 ) 一 HK( 且 )。， 数 ACE) 称 为 巨 在 琳 件 下 的 条 件 概 率 . 

(2) 设 (Bi:? 一 1,…, 2} 是 具有 正 测 座 的 可 测 集 的 有 限 类 , 则 

HE NN EH ED LE (2 ME nnes Es). 

这 个 辕 果 称 为 条 件 奖 率 的 乘法 定理 ， 

(3) 设 {Ei:i 二 1,…,#} 是 具有 正 测度 的 不 相交 可 测 集 的 有 限 类 ， 它 的 
余 集 是 关 ( 即 设 {E;} 是 羡 的 一 个 分 制 ), 则 对 于 每 一 个 可 测 集 下 ,有 


HF)= Dy AED (FY 
i=1 
如 果 已 具有 正 的 测度 , 则 


(EDMECF) 
MCE?) =— 
Py nCED ps (F) 
i 一 1 
这 个 车 果 称 为 具 叶 斯 定理 . 
(4) 设 ( 吾 11 一 上 和 (人 全 7 一 区 9 是 大 的 两 个 分 割 , 如 果 对 于 
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i 二 1 0 和 了 一 1 92 有 (Bi N07) 一 (Ei)K《F;)， 则 称 这 两 个 分 割 
是 独立 的 ， 两 个 集 巨 和 是 独立 的 , 其 必要 和 充分 条 件 是 : 分 割 {E,EB'} 和 和 
{ 五 :五 '} 是 独立 的 . 
(5) 设 开 一 {x:0<xY<1} 是 具有 勒 具 格 测度 的 单位 区 表 . 对 于 每 一 个 
正 整 数 芭 在 北上 定义 一 个 图 数 f 如 下 : 
7 z 一 Z 2 为 奇数 ， 
fn(x) 一 | ， 车- 天 工 <x< 2n” ;为 偶数 。 
函数 记 二 为 抽 入 放下 数 万 , 户 和 态 广 这 汉 个 画 数 并 不 是 互相 独立 的 ， 
但 其 中 任意 两 个 是 独立 的 . 
(6) 设 1 和 g& 是 独立 可 积 画 数 ， MM 是 数 直 和 线 上 的 波 雷 耳 集 ; 如 果 五 三 
j 一 (4), 则 


(fe CN 一 Vf CN， As dn. 
(提示: 因为 XE(%) 二 Xm《(f(x%))， 所 以 ,根据 定理 2，:fXm(f) 和 8 是 独立 
的 ,) 
(7) 设 f 和 gg 是 具有 有 限 方 差 的 可 测 丽 数 , 并且 ac()o(8) 天 0, 则 称 


_ \fe dp—f dp Jg ap 
"POT 

为 了 和 & 的 相关 条 数 ， 其 中 oo(f)= 二 Wo2(f) 称 为 了 的 标准 离 盖 。， 如果 
7 六 8 一 0， 则 称 画 数 了 和 g 是 不 相关 的 . 如 果 f 和 g 是 独立 的 , 划 它 们 是 不 
相关 的 ， 等 式 o2(f 十 8)= 二 o2(f) 十 ?3(8) 成 立 的 必要 和 充分 条 件 是 : 了 和 
是 不 相关 的 . 

(8) 如 果 了 和 g 是 不 相关 的 , 则 它们 是 不 是 独立 的 ? (提示 ; 取 单 位 区 六 
作为 已 ; 着 售 f(xX) 一 sin 2mxz，8(Y) 一 cos 27r7Y。) 

(9) 设 f 和 & 是 两 个 独立 可 积 冰 数 , 使 得 (f 十 8)? 是 可 积 的 , 则 产 和 822 
都 是 可 积 的 . 


846.， 独 立 画 数 级 数 


在 整个 这 一 节 里 面 ， 我 们 假定 所 考虑 的 是 一 个 固定 的 概率 空 
间 (X,S,4)。 下 面 是 我 们 的 第 一 个 鱼 果 ， 称 为 柯 尔 莫 妈 洛 夫 不 等 
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式 . 
定理 1， 训 fi,i 一 1，…,, 是 独立 画 数 ,满足 条 件 /ai 一 0 和 和 


k 
fii 和 lf 
的 诺 部 分 和 的 绝对 值 的 最 大 信 ), 虽 对 于 每 一 个 正 数 8， 有 


uC{z: 1 |>e) < of). 
Ek=1 
证 明 。 今 
kA 
E={z:|f(7)|>e)}), ss= > 


振 今 
Es={z:]s DIN Neertz: 1sC72) | <e}. 
于 是 


2 J 3 2 
/es dt /5 afwCED DE [fia> 
> 了 5 dn Ei)e?, 
Ek 
因为 五 一 Ui%= E,, 寺 且 和 集 E, 是 不 相交 的 , 所 以 


> 02(C £1) = Cr 十 万 72 di> /5 du= 


= sd DuEyenEe, | 
E, k=1 


| 


定理 2， 设 { 记 } 是 独立 画 数 氢 列 ,满足 条 件 /7 dr 一 0 和 和 


也 020f,) <<oo, 旭 括 数 入 万 (z) 几乎 处 处 收 笋 。 
证 明 。 合 
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(= 入 FeD， n= 二 1,2,.…，, 
Am CT) =sup{ |sm+ a CT) —sm(T) | :k=1,2, …)， 
a(T)=inf{am Cz) :m=1,2,.…}, 
划 般 数 > f(z) 在 之 收 合 的 必要 和 充分 条 件 是 ，aCx) =0。 根据 


柯 尔 莫 哥 洛 夫 不 等 式 , 对 于 每 一 个 正 数 & 和 每 一 对 正 整 数 m,n, 我 
人 条 有 


mt 


pC{z: filsmra lt) sn(D I>) SH DD of; 
天王 94 十 
因此 


Ll{z:an(t) ED ES Dy Of). 
k=mtl . 
从 而 有 
p({z:alD) ED DD of. 


k=mt+1 


因为 烽 数 允 02(f) 是 收 铬 的 ， 所 以 4({x:alz) 之 5)) =0。 由 于 & 
n=1 


是 任意 的 ,于 是 得 到 定理 的 精 论 。 上 

下 面 这 个 定 到 是 反面 的 命题 

定理 5。 设 { 太 } 是 独立 西数 氢 列 ，c 是 一 个 正 的 常数 ， 使 得 
Fas-0 并 使 得 1/ Ca | 迄 c 抑 笠 处 处 成 立 ,ml 2,…。 各 果 般 
数 记 f(z) 在 一 个 具有 正 测度 的 集 上 收 做 ,内 


经 一 


Pf) <o0. 
n=] 
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证 明 。 合 jCX)=0 而 5,(z) 一 总 (7z), n=1,2,…， 则 根据 


叶 果 洛 关 定理 (参看 21.2), 存在 正 数 4 使 得 集 
E= Na-o{z: [sn (2) | Sd} 
具有 正 的 调度 。 如 果 兮 
EK, = NN:{z: [siC2) Ed}y, n=0,1,2,.. 
则 人 (五 是 一 个 泪 残 集 氢 列 , 它 的 交集 是 E。 合 
FF, =E, i—E,, n=1,2,..…, 


2 _ 
“=f 5% du, 及 一 0,1,2,..,, 
Ey 


“ef 人 Sa 一 
=- LA fs Sn ef. ss, du, 


刀 一 工 ， 


~ fdu=uE DE), fosnidu=0, 
El A—1l1 
又 因为 
LE,-) UE), 
[sn 7) [Se ra, 
其 中 之 属于 已 xz 一 1 2 …) 因 此 
oo 一 aa-_EPPU( 尼 )o2( 太 一 (TOD2(CFD， n=1,2,.., 
售 寺 等 于 工 到 古 然 后 相 加 ,我们 得 到 
天 
dn Ed ou BE) Dn) — c+ad’. | 


N=1 


定理 2 和 3 指出 ,如 果 {f,) 是 独立 两 数 的 一 个 一 臻 有 界 叙 列 ， 
满足 条 件 | dk 二 0, 4 二 1,2，…, 则 般 数 和 f(z) 或 者 几乎 处 处 
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收 北 , 或 者 几乎 处 处 发 散 ; 由 此 可 见 ,使 得 这 个 毅 数 收 伍 的 点 集 , 它 
的 测度 不 是 0 就 是 1。 
定理 4.。 座 {f} 是 独立 画 数 搬 列 ，c 是 一 个 正 的 常数 ， 使 得 


《D1 和 ec 几乎 处 处 成 立 ;x 二 12,…, 具 表 数 电 Cz) 几乎 处 处 收 
n=!1 


和合 的 必要 和 这 分 条 件 是 : 括 数 工 /7 du 和 Yo2( 太 7) 都 政 做。 
证 明 。 衣 {gw} 是 由 等 式 
gnCTx) =f,, Cx) -/, du, n=1,2,.. 


俏 定 的 画 数 叙 列 , 对 {g;,} 应 用 定理 2 ,就 可 以 识 明 条 件 的 充分 性 . 
更 在 证 明和 条件 的 必要 人 性。 考虑 和 和 它 自 己 的 乘积 空间 , 在 这 个 乘 
积 空 间 上 定义 夯 数 o 如 下 : 

ha Cx, Y) =f Cr) — fy), n=1,2,.…. 


根据 假设 条 件 ,级 数 》, fx) 几乎 处 处 收 得 , 所 以 般 数 h(x,y) 


思平 处 处 收 化 ;又 因 为 
f hnd ux =0, 


由 定理 83 可知, 了 0304) <co. 但 是 0h,) 一 20(f,)， 因 此 
SC) <<co。 因 为 9(g,) 一 02(f。)， 所 以 根据 定理 2 ， 表 数 


马 gCz) 几乎 处 处 收 铸 ; 由 关系 式 
ff df gD tl, 


可 知 ,级 数 守 /7 de 收 化 1 
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我 们 前 面 关 于 季 数 的 至 部 糊 论 ， 都 包含 在 下 面 这 个 普 温 的 定 
吾 中 。 这 个 定理 称 为 柯 尔 莫 避 治 夫 三 极 数 定理 。 
定理 585， 襄 { 户 } 是 独立 函数 氢 烈 ,c 是 一 个 正 的 常数 , 令 五。 一 


{zz) | 和 0) 一 4,2，…。 表 数 巴 fz) 几乎 处 处 收 争 的 必要 
和 充分 条 介 是 :下面 三 个 般 数 


C9) De), 
Ch) > /7 dw, 
© EUs) ) 
都 收 全 
证 明 . 倒 
so wh OI 


显然 , 级 数 


Df, 二 go 和 Pht) 
在 相同 的 点 处 收 化 。 根 据 洁 理 4 (分 别 用 在 {gx} 和 {hs} 上)， 
六 户 (o 风 乎 处 处 收 化 的 必要 和 充分 条 件 是 : 下 面 四 个 级 数 


Cd) > ( 人 7 十 cu(E0 ), 


1 二] 


Ce) >( f fd-(f fdu) tomE CE 


Fu(ED) 人 大 an) 
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都 收 化 。 容易 验 州 , 毅 数 (a), (b) 和 (c) 的 收敛 性 等 价 于 儿 数 (4) 和 
Ce) 的 收 伊 狂 ( 在 符号 十 和 二 的 两 两 配合 下 )。 在 验证 时 ,除了 简单 
的 加 减法 外 ， 只 须 注意 下 面 的 事实 :因为 收 敏 灯 数 的 各 项 是 有 界 
的 , 所以, 如 果 两 个 收敛 角 数 中 有 一 个 般 数 的 各 项 是 非 负 的 , 则 它 
全 的 乘积 圾 数 是 收敛 的 。 1 

(下面 这 个 结果 称 为 契 具 霉 夫 不 等 式 ， 以 前 在 我 们 关于 平均 收 钱 性 
和 傅 测度 收敛 性 的 时 沦 里 , 其 实 就 巴克 包 含 了 这 个 结果 在 内 。 

斌 了 是 上 共有 有 限 方 盖 的 可 测 函 数 , 则 对 于 每 一 个 正 数 有 

n(x: Nf dpl2e)) < of). 


柯 尔 英 音 洛 夫 不 等 式 在 8 一 时 化 为 契 具 雪夫 不 等 式 。 沿用 定理 1 中 的 对 
号 ,因为 


此 
{x: 1f (0)>e}= U(r: | Fe)[>eh 
i=] 
对 于 每 一 个 部 分 和 应 用 契 员 雪夫 不 等 式 ,我 们 得 到 


px fID htDo( fy. 
k=1 
(2) 如 果 对 于 拉 德 因 海 尔 丽 数列 { 户 }( 贿 看 45.5) 应 用 定理 4, 可 以 得 到 
一 个 很 有 趣 的 结果 . 设 {c} 是 一 个 实数 列 ， 基 家 数 > co f(x) 依照 级 数 


1 二 1 
oo 


pb 0; 为 收 煞 或 发 散 而 几乎 外 处 收 煞 或 几乎 处 处 发 散 ， 用 概率 论 的 话 来 说 ， 


Hl 


航 数 也 士 cs 收 禾 并 且 构 率 为 1 的 必要 和 元 分 条 件 是 : 籽 数 了 c2 收 做 ; 这 


n=L n=l1 
里 我 们 假定 ， 第 一 个 狗 数 中 每 一 项 取 十 号 或 一 号 是 等 可 能 性 的 ,并且 它 们 的 
取 法 是 各 不 相关 有 的 . 

(3) 我 们 已 烃 指 出 ,使 得 独立 画 数 航 数 收敛 移 点 集 ， 它 的 测 论 只 可 能 是 
0 或 1;: 上 述 事 实力 是 下 匡 这 个 非常 普 择 的 原理 的 推 座 ， 这 个 原理 称 为 圳 一 . 
律 ， 设 概率 空间 X 是 概 春 空 关 氢 列 {2 的 包 卡 史 屠 积 窑 间 .对 于 每 一 个 
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正 整 数 %， 合 J 一 {8 十 1, 7 十 2,…}。 如 果 对 于 任意 的 nw， 访 中 可 测 集 巨 是 
一 个 ~- 柱 面 , 则 KC(E) 二 0 或 1。( 提 示 : 对 于 每 一 个 可 测 集 , 例 v(F)= 

(世人 NF). 如果 五 是 一 个 厂 柱 面 其 中 J 是 一 个 有 限 集 ， 则 v(F) 二 
人 ( 瑟 ) 凡 ( 玉 )， 在 这 个 等 式 中 可 以 将 已 换 为 互 因为 定义 在 下 的 全 体 可 测 子 
集 类 上 的 有 限 测 论 由 它 在 这 种 .三 柱 面 上 的 值 唯一 确定 ， ) 

(4) 设 {Ew} 是 独立 集 的 氢 列 , 其 
Llim sups En) =0 

的 必要 和 充分 条 件 是 


nn 二 1] 


(参看 9.6) 。( 提 示 : 以 Xx 表 Ew 的 特征 画 数 , 对 叙 列 {Xw} 应 用 定理 4 .) 这 个 
辕 果 称 为 波 雷 耳 - 光 特 立 辅 助 定理 . 
(5) 两 个 氢 列 {fn} 和 {8w} 若 满足 关 条 式 


Dx:fa(x) Fgn(x))) <oo， 
2#=1 


则 称 为 在 辛 你 意义 下 是 等 价 的 . 设 {f} 是 独立 画 数 氢 列 , 则 航 数 f(x) 


24 二 1 


几乎 外 处 收 全 的 必要 和 和 充分 条 件 是 : 存在 与 {} 等 价 的 独立 丽 数 氢 列 {8x)， 
其 中 每 一 个 gw 都 具有 有 限 的 方差 , 使 得 航 数 


ear 和 Ye,) 
==1 


从 一 1 
都 收敛. 
(6) 设 { fm} 是 可 积 丽 数 氢 列 ，f 是 具有 有 限 方 差 的 可 测 丽 数 ， 御 且 对 于 
每 一 个 正 整 数 x, 画 数 
fi fn f— (fi+ 十 fx) 
互相 独立 , 则 每 一 个 fw 具 有 有 限 误差, 并 且 航 数 


工 (fn(#)—\ fa dp) 


=] 


几乎 处 处 收 化 。 提示: 应 用 45.9 和 三 才 数 定理 .) 
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$4?. 大 数 完 律 


在 概 李 葵 中 有 -一条 列 的 极限 定 还 ,长 称 为 大 数 定律 ; 我 们 在 本 
节 里 提出 这 类 定理 中 具有 典型 性 的 两 个 。 第 一 个 定理 称 为 具 努 时 
定理 或 弱 大 数 定律 . 

定理 1。 识 { 太 } 是 具有 有 限 方差 的 独立 汀 数 狂 列 /fwd4=0， 
n= 二 1,2,…, 拌 且 


4 1 下 
Hm > (f=0, 
i=1 


则 平均 信和 的 狂 列 | 全 人 2 所 | 合 调度 收 估 到 0. 


证 明 。 因 为 是 二 次 齐 次 画 数 , 而 对 于 独立 画 数 来 识 又 是 可 
加 的 ,所 以 


换 一 句 话 改 , 定理 的 假设 条 件 和 下 列 条 件 等 价 : 下 均值 的 叙 列 二 阶 
平均 收 敏 到 0 ( 即 在 空间 5 中 收 伊 到 0)。 从 这 个 条 件 就 可 以 推 
出 依 测 度 收 合 性 。 上 

设 f 和 g 是 定义 在 概率 空间 (X, S, K) 上 的 两 个 实 值 可 测 画 
数 , 如 果 对 于 数 直 钱 上 的 一 切 波 雷 征集 M， 有 Kf1(MD)) 二 
ks (MM)), 则 称 了 和 gg 具有 同样 的 分 布 。 容 易 欢 证 ， 如 晒 和 &g 
是 具有 同样 分 布 的 可 积 画 数 ， 车 合 ="'CM), G 一 g~'(2M), 其 
中 MM 是 数 直线 上 的 某 一 个 波 雷 耳 集 , 则 


f fan= fg ar. 


在 具 努 里 定理 中 , 如 果 画 数列 {j) 的 任何 两 项 都 具有 同样 的 分 布 ， 
我 们 得 到 这 个 定理 的 一 个 特殊 情形 。 在 这 种 情形 下 ， 对 于 每 一 个 
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正 整数 x 用 (Cf) 一 02(fD)， 从 而 有 十 D2( 用 一 汪 02(f)， 轩 


i=] 


此 ,对 于 方差 叙 列 (03Cf)}) 的 条 件 自然 满足 ， 
为 了 要 证 明 较 强 形式 的 大 数 定律 ， 我 们 要 用 到 下 面 两 条 初等 
分 析 中 的 定理 。 


定理 2. 设 {y,} 是 具有 有 限 生 限 信 y 的 实数 列 , 风 lm ,> 多 
一 也。 
证 明 。 对 于 每 一 个 正 数 2 存在 正 整 数 mm 使 当 7?>zo 有 
19 一 y 1 一 5 。 设 加 是 大 于 ro 夫 满 足 关系 式 
1 忆 8 
去 之 EA A 
的 一 个 正 整 数 。 如 果 2>z20b 则 


| 全 二 总 = +> (yi;—y) < 


< 1 (一切 I+| 二 > co < 
i=! i=n0 


710 
1 一 € 
< 


定理 3。 训 {yw} 是 一 个 实数 列 ， 并 且 般 数 工 工 yw 收 艇 ， 骨 


nH=] 
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了 2 二 tt1 
AAA 
六 + 一 = -i Ds 十 (2 十 1)3a4D n=1,2,.…, 
=] i=] 
所 下 


nt 


nt Ds 
7 十 1 了 2 十 1 nn 二 


由 于 数列 (3。} 昨 向 一 个 有 限 的 极限 ,而 根据 定理 2 数列 全 站 
趋 于 同一 个 极限 ， 因此 

’ bn ti 四 

lim, n+1 =0. 1 


定理 4。 设 (f) 是 具有 有 限 方 差 的 独立 西数 列 ，/ fd 一 0， 
n 一 1,2,…, 大 是 


> 一 人 2 < 一 CO， 


出 公 烈 { 在 几 乎 处 处 收 做 到 0 
我 们 注意 到 ， 定 理 4 的 假 宙 条 件 和 灶 论 都 比 完 理 1 里 面 的 为 
强 。 这 个 定理 是 强大 数 定律 的 一 种 形式 。 


证 明 。 会 gy(z) = 元 万 (D)a= 六 2… 然 后 对 叙 列 (gw} 应 用 
846 定理 2 。 因 为 


fz, du=0, n=1,2,.…, 
而 

Dce, )= £m :一 < 人 co9， 
所 以 竹 数 加 


Dp, 


=} 
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几乎 处 处 收 伍 。 应 用 定理 3 即 得 结论 。 
(1) 两 个 可 测 郴 数 具 有 同样 的 分 布 ， 其 必要 和 充分 条 件 是 : 它们 具有 同 
一 个 分 布 酚 数 (大 看 18.11) . 
(2)〉 设 {of} 是 一 个 非 负 实数 列 , 14 和 天 是 两 个 正 整 数 , 并 且 加 <j 则 
2 2 2 2 2 ar 
利用 这 个 不 等 式 可 以 说明 ， 定 至 和 的 假设 策 件 并 不 比 定理 1 的 假设 条 件 为 
弱 。 事 实 上 , 定理 4 的 条 件 是 雯 强 的 ; 这 个 事实 可 以 通过 具有 方差 


9 1 十 工 
oT TgTly 
的 独立 醒 数 列 { 记 } 来 说明 . 


(3) 定理 4 中 关于 方差 的 假 朋 条 件 不 能 再 放宽 了 。 束 实 上 ， 如 果 {o2} 
是 一 个 非 负 实数 列 ,并且 


则 存在 独立 醒 数 列 {}, 使 得 Vf d==0, o( 亡 ) 一 o2，2 一 1, 2,…。 并 使 得 
E32 本 不 能 几乎 处 处 收 做 到 0 。 (提示 , 作出 满足 下 列 条 件 的 夯 数 访 : 当 
i=1 


os 时 ， 


HAX: n(x)=R)) =p({r:f nN) = —n}) -和 中， 
p(x:fal#)=0D=1— 9 
向 当 oz>> 雪 时， 
Hx:fa =on)) =p({#:h(#)=—0n)) = 


我 们 注意 到 ， 如 时 Him y= 一 0， 则 有 Him yn=0 ; 然后 对 集 《Y: 


i=e1 


[fC?)1 宇 2} 应 用 波 雷 耳 - 坎 特 立 辅 助 定理 ,) 
(4) 设 {fx} 是 满足 定理 4 中 条 件 的 独立 画 数列 , 则 存在 等 价 于 { 户 } 的 独 
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立 函 数列 {&rj 使 得 


换 一 句 话 膏 , 强 大 数 定律 的 族人 命题 不 成 立 . 
(5) 下 述 强 大 数 定 律 的 较 弱 形式 的 道 命题 成 立 ， 设 {fw} 是 独立 栈 数 列 ， 
c 是 一 个 正 的 常数 ， 并 且 记 dh=0, | 训 有 (*) | 过 ec 几乎 处 处 成 立 ， n=1, 2, 


.3 in 并 让 几乎 处 处 收 敏 到 0， 则 对 于 任意 正 数 6, 有 


i=1 


(提示 : 说 {yw} 是 一 个 实数 列 ， 使 得 limw 工 y==0 ， 或 者 使 得 数列 
. > 一 了 


1 人 1. 网 
上 32 | 有 加 则 对 于 每 一 个 正 数 s 级 数 


oo 
Yn 
Hl+e 
n=1 


收 笋 .) 
(6) 在 定理 和 4 中， 如 果 将 条 件 4 态 dk 二 0，x 二 1,2,… 闹 为 
1 
lims 7 >, 人 d=:0, 


i=1 


精 论 仍 成 立 . 
《7) 下 面 这 个 定理 有 时 也 称 为 强大 数 定 律 . 发 { 户 } 是 具有 同样 分 布 的 


独立 可 积 醒 数 列 并且) dp 一 0, 则 几乎 处 处 有 limw 工 > 万 =0、 下面 一 
i 一 1 
系列 命题 的 目的 在 于 引导 我 们 站 明 这 个 定理 . 
(7a) 如 果 Es 二 {x: 11 时 则 之 方 人 放 iu<co，( 提 示 : 以 
n=l 


Xn 表示 Es 的 特征 丽 数 ， 并 令 8 二 也 方 Xa 及 如 果 有 一 1<1 有 (x) | 过 局 


n=1 


则 对 于 一 切 #<h 有 Xn(x)= 二 0， 于 是 有 |g(x)| 所 | 有 (x)1， 因 调 g 是 可 积 
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的 .) 
(7b)》 如果 六 n 一 {x: (2 < 委 j2j 并 且 Bn— Xp fn 则 独 谋 卫 数 罗 { 8x} 
等 价 于 { 户 }. 


(7e) limn > gs ap=0、( 提 未: gi Ap 一 ,所 dp 一 fidp。 而 
i=1 1 4 
{EE) 是 可 测 集 的 增 叙 列 , 它 的 借 集 是 尺 (参看 定理 2).) 
Ga 马 志 oz(g0D<co，( 提 示 : 注 意 到 | 加 du 一 及 an 


1 ci 并 几 用 (7a) 朋 明 饥 数 忆 二 5 二; 下 埃 (er ap) 


的 收 敏 性 可 由 关 孙 式 
(mw an) <(| Ifiladp) 


推出 .) 
(8) 在 (7) 中 所 述 的 强大 煞 定律 ， 它 的 拥 定 理 成 立 :如 {j} 是 具有 同样 


分 布 的 独立 画 数 列 ,并 且 lm 号 天 二 0 几乎 处 处 成 立 ， 则 ;是 可 积 的 。 
(提示 : 由 limw 直 所 一 0 几 和 处 处 记 立 过 一 个 条 伯 ， 再 加 上 波 雷 耳 -次 特 立 靖 


助 定理 ， 就 可 以 推 几 覆 并 et 人 1 (9[> 人 对) 的 收 化 性 然后 注意 到 


POX: az) 之 加) 一 pl: [有 (CX)1 之 2)), 并 应 用 27.4.) 

(9) 对 于 拉 德 对 海尔 男 数 列 应 用 强大 数 定律 ,我 们 得 到 波 雷 耳 关 于 正规 
数 的 著名 定理 : 在 单位 区 时 中 的 几乎 每 一 个 数 ， 它 的 二 进位 展开 式 中 包含 同 
样 数 肯 的 0 和 工 . 对 于 任意 7 进位 展开 式 (Y 之 3), 类 似 的 硅 葵 也 成 立 ; 我 们 
得 关 关 于 她 对 正规 数 的 定理 : 几乎 每 一 个 数 对 于 一 切 基 ? 都 同时 是 正规 的 . 


848， 和 条 件 概 奉 和 条 件数 学 期 望 


识 五 和 全 是 概率 空间 CX,S, 中 中 的 可 测 集 ; 寻 果 wl 下 ) 和 关 0, 我 
倍 已 经 由 短 式 
_ LCENMNF) 
Lr) EY 
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定义 了 在 条 件 下 下 的 条 件 构 率 ( 参 看 844 和 4.1), 并 和 且 也 已 钦 
稳 和 可 探讨 了 一 下 它 对 于 了 的 依赖 性 ， 现 在 我 们 要 研究 ，Kp(《E) 究 
鞠 如 何 地 依赖 于 设 下 是 使 得 LCF) 和 RE 都 不 为 0 的 一 个 
集 : 考 虑 只 包含 两 个 点 % 和 3 的 可 测 空 间 了 ( 这 里 了 的 一 切 子 集 
都 了 解 为 可 测 集 )， 并 定义 立 在 了 中 的 一 个 可 测 变 换 荆 如 下 : 车 
XE 上 则 TO2)=y1 车 ze 站, 则 了 T(z)==Y,。 对 于 了 的 每 一 个 子 
集 有 4, 合 
vaCA) REN TA 和 7A) rx A) =ET" HA)), 
则 显然 有 
“0 

换 一 句 话 性 ， 条 件 概率 可 以 看 作 定义 在 Y 上 的 一 个 可 浏 茵 数 一 一 
不 严格 地 改 , 这 个 画 数 喜 是 测度 加 和 ?的 续 ， 

将 上 让 的 论点 加 以 推广 ， 设 { 访 ,…, 了 4}) 是 具有 正 测度 的 不 相 
交 可 测 集 的 一 个 有 限 类 ,并 且 Ui=1F; 一 X; 考 虑 由 72 个 点 91 …, yy 
粗 成 的 可 测 空 间 了 。 如果 当 xe 时 会 TD 一 yi, 1 二 1,…,n, 旧 
TT 是 区 在 了 中 的 一 个 可 测 变 换 , 于 是 条 件 构 紊 又 可 以 表 为 定义 在 
Y 上 的 两 个 测度 之 比 。 根 据 以 上 的 考虑 ， 我 们 引进 下 列 一 般 的 定 
义 . 设 工 是 概率 空间 (CX,S,w) 在 可 测 窗 阅 (7T) 中 的 可 测 变换 ; 如 
果 忆 入 分 别 是 卫 和 了 中 的 可 测 集 , 倒 vECF) ==4CEN TT (FD)， 
则 YE 和 KTT(=?x) 显 然 是 T 上 的 测度 ， 措 且 Y?ps《 kTT'， 根据 拉 
东 -- 尼 十 丁 定理 , 存在 定义 在 了 上 的 可 积 画 数 bg, 使 得 对 于 工 中 每 
一 个 下 ,有 


LCEN TF = ped Ty); 


匡 数 ps 在 [pT 1 的 意义 下 是 了 叭 一 确定 的 。 我们 称 pzly) 为 五 
在 条 件 y 下 的 条 件 概率 , 或 者 称 为 请 在 条 件 T(x) ==y 下 的 条 件 构 
紊 。 有 时 我 们 称 pe《T(z)) 这 个 数 为 在 已 葵 的 值 TGz 下 五 的 条 
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件 概率 "。 我们 通常 将 p(y) 记 为 p(By); 而 当 我 们 必须 将 户 作 为 
第 一 个 主 目 元 已 的 夯 数 来 考虑 时 , 列 记 为 pr”(E) 二 p(E,y). 

如 果 集 巨 满足 条 件 LCTT'(F)) 隆 0， 则 将 借以 定义 b$ 的 等 式 
两 端 各 除 以 ACT 一 45))， 我 们 得 到 关系 式 


EN TAPD _ 
frm) TCT 


-Te Wau 了 (7) 。 


因为 上 式 最 左 端的 一 项 是 互 在 条 件 了 -:Gm7 下 的 条 件 概率 ， 所 以 ， 
从 形式 上 来 看 ,我们 似乎 可 以 设 ; 当下 糖 成 y” 时 , 左右 应 该 蝎 向 玉 
在 条 件 y 下 的 条 件 概 这 ， 而 右 端 则 应 该 遭 向 被 积 画 数 p(By)。 利 
用 拉 东 -尼古丁 定名 可 以 使 这 种 设法 严格 化 、 
定理 1.。 褒 瑟 是 卫 中 任意 固定 的 可 测 集 , 别 
0&p (Ey) Ele TT]; 
设 { 瑟 ) 是 环 中 不 相交 可 调集 的 任意 国定 的 叙 列 ， 则 


(BEoO)= 了 CE [TD。 
n=1 


证 明 。 因 为 对 于 了 中 每 一 个 可 测 和 集 有 0A(EN TT(F)) 
硅 1， 由 此 即 得 定 进 里 的 不 等 式 ， 为 了 证 明定 娃 里 的 等 式 , 首先 注 
意 到 


fz UE Wadu Ty) su Ct EINT-E)) = 


= EE NNTP) = > 1 Ens yan T-'0) = 


n=} 


-人工 xy) C07 (77， 


然后 应 用 持 东 -尼古丁 定理 中 关于 唯一 性 的 部 分 。 
定理 1 指 黄 , 画 数 p* 在 某 些 方面 很 像 是 一 个 测度 ， 我 们 还 可 
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以 得 到 更 多 的 与 测度 相 类 似 的 性 质 , 例如 ,我 们 可 以 证 明 ,; p(X y) 
二 lt TO 上 如 果 志 CEz, 旧 有 pCBiy) 所 pCE2,y)[K TT]; 如 果 
{E,}) 是 苹 中 可 测 集 的 减 叙 列 , 则 

piBE =lim, p(BE,, [Lr T-], 
但 是 我 们 必 伐 记 住 ,在 那些 测度 为 堵 的 集 上 ,对 应 的 关系 式 不 能 成 
立 , 而 测度 为 老 的 集 与 集 五 的 选择 有 关 , 因此 , 在 一 般 的 场合 , 我 
人 不 能 够 改 , 对 于 ? 的 几乎 一 切 的 值 ,p” 是 一 个 测度 . 

前 面 我 们 用 来 定义 p(By) 的 等 式 也 可 以 写成 下 列 形式 


fear) = 人 Ronan7-o). 
TAF 五 
在 更 一 般 的 场合 , 如 果 丰 是 定义 在 驻 上 的 任意 可 积 西数 , 则 对 于 了 
中 一 切 可 测 集 瓦 由 等 式 
"(F=f Ka cn 


丛 定 的 不 定 积分 ? 可 以 看 作 是 定义 在 工 上 的 一 个 广义 测度 。 显 
然 ;? 人 AT … 因此 ,根据 拉 东 -尼古丁 定理 ,存在 定义 在 了 上 的 可 积 
画 数 és 使 得 对 于 工 中 每 一 个 五 有 


ff dle) = 0) du T's 
了 Cr) F 


画 数 ea 在 [AT 一 ] 的 意义 下 是 唯一 确定 的 。 我 们 称 er(y) 为 在 条 
件 y 下 的 条 件数 学 期 望 ;我 们 有 时 也 将 er(y) 记 为 eCfiy). 

因为 2 和 e 之 阅 的 关系 与 一 个 测度 和 不定 积分 之 阅 的 关系 相 
类 似 , 所 以 像 下 面 这 样 的 等 式 似乎 应 该 成 立 : 


ef = fer) dpr C). 
但 是 一 般 性 来 好 不 一 定 是 一 个 测度 , 因此 上 式 右 端 的 积分 可 能 是 
没有 定义 的 。 


定理 2. 训 了 是 定义 在 了 上 的 可 积 画 数 ， 则 上 全 是 定义 在 葡 
上 的 可 积 画 数 , 并 且 eCrT =)， 
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证 明 。 程 据 888 定理 3 ,fT 是 可 积 的 , 着 且 对 于 工 中 每 一 个 
Z 有 


f AT) ac ra 
TF) Fr 


(1) 考虑 概论 空间 (X, S, 4) 和 (了 Y, T, 由 的 笠 卡 儿 乘 积 空间 (Xx 了, 
SxT, Mxy). 如 果 T(x,y) 二 x 则 全 是 素 x 了 在 世上 的 一 个 可 测 变 换 . 
对 于 及 x 了 中 每 一 个 可 测 集 ， 等 式 PLE,X) 一 vCEx) [kJ] 成立; 在 这 种 情形 
下 , pg 对 于 短 一 个 羽 有 定义 , 因此 ,对 于 任意 的 x, 如 是 一 个 测 朗 . 

(2) 设 (X,S,h) 和 (了 ,Tv) 是 两 个 构 这 空间 , 是 SxT 上 的 测度 , 满足 
条 什 ) 人 px 六 例如 命 MCE) 一 fdCkx) ,如果 工 (Cx) 一 为 则 对 于 XXY 
中 每 一 个 可 测 集 BE, 有 


BE,x)= eC pfsy)d vOLA]. 


(3) 设 工 是 概率 空间 (XX,S, 风 ) 在 可 测 空 闻 ( 了 YT) 中 的 可 测 变 换 , 则 对 于 
了 中 每 一 个 可 测 集 五 ,有 TF),y)=XpOD[I4w 了 TT 一 

(4) 要 确定 条 件 构 率 pCE,y), 使 得 py 对 于 yy 的 儿 乎 一 切 的 值 是 一 个 测 
废 ; 有 时 是 不 可 部 有 的。 下面 一 承 列 命题 的 有 目的, 就 在 于 建立 一 个 这 样 的 例子 。 
设 了 是 单位 朋 区 间 , T 是 了 中 全 体 波 雷 耳 集 类 , > 是 T 上 的 勒 具 格 测 广 ， 倒 
天 一 了 井 嗣 S 是 由 了 工 中 全 体 集 与 集 Mk 租 成 的 娄 所 产生 的 o- 环 , 其 中 M 是 
具有 下 述 性 质 的 一 个 集 : MM 本 身 及 其 余 集 1d 都 是 了 中 的 省 摩 集 ， 合 

nANMD UBNM))=»(4), 
其 中 丸和 BB 属于 T, 基 凡是 定义 在 S. 上 鸭 一 个 测度 ， 现 在 我 们 考虑 由 等 式 
荆 (x)= 二 x 确定 的 , 卫 在 了 上 的 变换 工 。 假定 在 工 中 存在 一 个 测 庆 为 零 桂 且 
具有 下 述 性 质 的 集 Co: 当 y e' Co 时, 7 是 S 上 的 一 个 测 广 , 

《4a) 如 果 Do 二 {9: PCM,y) 隆 1), 则 vwCDo)==0, 

(4b) 设 0 是 由 一 切 这 样 的 点 2$ 和 粗 成 的 集 等 式 p(T~IF),y)== 
Xr(y) 不 能 对 于 T 中 一 切 的 玉 恒 成 并 ; 则 vw(E0) 二 0。( 提 示 : 设 R 是 一 个 可 
列 环 使 得 SCR) 二 T。 对 于 R 中 每 一 个 已; 合 

Eo(F)={y: PCT™F), 天 XRD 
则 >(Eo(R 力 二 0， 注意 利用 下 述 事实 ; 如 果 两 个 构 率 测度 在 R 上 相等 , 则 它 
们 在 T. 上 也 相等 .》 
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(4c) 如 果 ye Co UDoU Eo， 基 yeM. (提示 : 因为 PCM,y)==1， 

p(T-1({y),y) 二 1, 并 且 加 是 一 个 测度 , 所 以 
PCMN TT1 {yD y)=1.) 

由 (4c) 可知 , 测度 为 1 的 波 雷 耳 集 Con Do NB 被 集 MM 所 包 , 这 与 M 
为 焉 这 集 的 假定 相 了 矛盾 . 

(5) 咒 闷 是 数 直 和 线 , 凡 是 定义 在 乏 中 全 体 波 雷 耳 集 类 S 上 的 概 涵 测 诬 ， 
全 是 外 在 可 测 空 间 ( 了 ,T) 中 的 可 测 变 换 ， 划 可 以 确定 条 件 概率 pCE,y)， 使 
得 加 对 于 ? 的 几乎 一 切 的 值 是 一 个 测度 (提示: 全 g(x,y) 二 Dp(( 一 00,x)， 
男 . 在 工 中 存在 可 测 集 Co 满足 下 面 几 个 条 件 : jp 了 ~1(Co0) 二 0; 若 ye' Co 
则 4? 是 定义 在 X 中 公 体 有 理 数 集 上 的 单调 醒 数 ， 对 于 每 一 个 有 理 数 x， 
limugz(z 一 方 ) 一 02 人, 哎 到 是 定义 在 达 上 从 左边 过 校 的 单 弹 本 数 ,并 且 
当 # 为 有 理 数 时 qz 与 gy 相等 ; 又 设 加 是 定义 在 S 上 由 等 式 加 (( 一 oo Xx)) 
一 02(x) 确定 的 测 庭 。 仿 P(E,y) 二 29CE).) 

(6) 没 了 是 概率 空间 (和 ,S, 四 在 可 测 空 间 ( 取 T) 中 的 可 测 变换 。 如 果 
条 件 概 率 PCE,y) 能 人 够 被 确定 , 使 得 加 对 于 的 几乎 一 切 的 值 是 一 个 测度， 
则 对 于 定义 在 筷 上 的 每 一 个 可 积 本 数 方 有 


ey) = dp.x) [ua7-9. 


(提示 : 如 果 j 了 是 可 测 集 的 特征 范 数 , 则 等 式 成 立 .) 
《7) 号 了 是 概 愉 空间 (XSD) 在 可 测 空 关 (Y,T) 中 的 可 测 变 换 。 如 果 
是 对 于 为 可 积 的 丽 数 ，&8 是 对 于 AT 一 为 可 积 的 函数 , 并 设 由 等 式 h(X) 
二 (xX)8( 工 (和 )) 定 义 的 画 数 及 在 革 上 为 可 积 , 则 
eCh,y)=e(f,y) gy) [kT], 


$549.。 乘积 空间 上 的 测 眶 


考虑 下 面 的 问题 。 是 否 存 在 独立 随机 变数 的 叙 列 ， 这 些 随 机 
变数 具有 预 和 多 指定 的 分 布 ? 侈 切 地 证, 如 果 {4,) 是 定义 在 数 直 线 中 
全 体 波 需 耳 集 类 上 的 概 李 测度 彼 列 , 则 是 否 存 在 概率 倒 闻 (SO 
以 及 定义 在 X 上 的 独立 孙 数 叙 列 {jf,,), 使 得 对 于 任意 波 雷 耳 集 玉 和 
任意 正 整 数 必 有 ACTICE)) ==k,(E)? 更 一 般 地 丽 , 如果 
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{(X Su } 是 概率 空间 的 令 列 , 则 是 否 存在 概率 空间 (CS ， 
兰 且 ， 对 于 每 一 个 正 整数 z 是 否 存在 和 在 XxX… x 叉 , 中 的 可 
测 变 换 T,， 使 得 & 全 天 一 和 xx… xk,9 对 于 这 些 半 题 , 838 定理 2 
都 给 出 了 肯定 的 回答 。 

独立 性 是 概率 论 中 最 重要 的 概念 之 一 ， 但 同时 也 应 该 车 重地 
指出 ,在 概率 论 中 所 考虑 的 随机 变数 ,不 能 只 限于 是 互相 独立 的 。 
本 节 的 主要 目的 ， 是 要 表述 井 证 明 关于 非 狼 立 随 机 变数 的 一 个 定 
理 , 这 个 定 还 是 和 关于 独立 随机 变数 的 888 定理 2 相对 应 的 ; 换 一 
句 庄 松 , 这 个 定理 断 导 ,具有 预先 指定 的 分 布 的 随机 变数 令 列 必定 
存在 。 然 而 , 和 838 定理 2 有 所 不 同 , 本 节 的 定理 只 适用 于 一 致 有 
界 实 值 丽 数 的 场合 ; 换 一 名 话 禹 ， 我 们 所 要 考虑 的 乘积 空间 ， 它 的 
每 一 个 因子 都 是 单位 区 间 。 定 理 本 身 及 其 证 明 都 可 以 扩充 到 更 为 
一 般 的 场合 ， 但 都 需 依 顿 于 拓扑 学 方面 的 概念 。 要 想 不 用 到 任何 
拓扑 方面 的 条 件 ,看 来 是 不 可 能 的 ;和 下 面 定理 工 相 类 似 的 测度 葵 
方面 的 定理 , 已 经 被 证 明 不 能 成 立 ， 

设 对 于 每 一 个 正 整 数 罗 总 , 是 单位 六 区 间 而 S, 是 XX, 中 的 储 
体 波 需 耳 集 类 , 并 合 (X,S) = 灸 w=-1CXn, Ss)。 又 设 F, 是 由 及 中 翁 
体 可 测 位 ,…,#)- 柱 面 租 成 的 0- 环 ,F( 二 Uw,Fw) 是 由 及 中 又 体 
可 测 的 有 限 蕉 子 集 钥 成 的 环 ( 参 看 838) . 

定理 1。 设 上 4 是 定义 在 F .上 的 集 画 数 ， 井 设 对 于 每 一 个 正 整 
数 n, 上 是 F, 上 的 一 个 概率 测度 ， 则 在 S 上 存在 唯一 的 一 个 的 
扩张 ,这 个 扩张 是 一 个 概 素 测度 ， 

证 明 。 定义 了 在 可 测 : 空 间 了 ,= 叉 ? 和 上 的 可 测 变 换 工 ， 
如 下 : 

TT, xis Tn Tntly “) 一 《1 “oy Tn)s n= 二 1,2, “oS 
对 于 Y, 中 每 一 个 可 测 集 4 合 we(C4) 二 KCTC4))。 如 果 人 {五 } 是 
F 中 集 的 于 碾 叙 列 使 得 0< 近 ex(E),i=1,2,…， 则 对 于 每 一 个 辐 
定 的 为 存在 正 整数 x 以 及 了 ,中 的 波 雷 了 征集 4,， 使 得 以 = 
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TH (4A) 。 设 Bi 是 A; 的 并 子 集 ,满足 关系 式 


2 


合 卫 =Tz(BD)， 旭 书 是 乘积 窗 间 筷 的 一 个 紧 子 集 ( 对 于 乘积 你 
€ 


天 闷 的 拓扑 车 构 )， 震 且 Oi ， 例 G4;= 门生 , 旧 
{G4)} 是 下 的 紧 子 集 的 一 个 通 减 叙 列 。 因 为 
LEr Gi) = UEAEs FD) Su UE Eh Ss, 


于 是 


» (4 一 已 7) < 


LG) 一 KE 一 (CE 一 GD， 


因而 有 Cs 天 0, 有 一 1 2 …。 由 于 非 空 紧 集 的 收 减 叙 列 具有 非 空 的 
交集 ,因此 /在 0 是 上 吉米 的 ， 从 而 具有 可 列 可 加 性 : 应 用 818 定 
理 1 即 得 灶 论 。 | 

沿用 上 上 面 引 进 的 记号 ， 我 们 现在 诈 明 单位 区 间 的 乘积 空间 的 
一 个 有 趣 的 性 质 。 

定理 2， 对 于 蕊 中 每 一 个 可 测 集 如 有 

lim, POE, TCT)) =Xg (7x) [Lu]; 

换 一 旬 话 襄 , 对 于 一 切 的 (可 能 要 除去 一 个 测度 为 零 的 集 ), 在 工 
的 最 前 面 4 个 坐标 的 认定 信之 下 , 蕊 的 条 件 概 求 按 照 xe 万 或 
XC 忆 而 收 伸 到 0 或 1, 

证 明 。 诈 明 儿 乎 一 致 收 化 竹 线 证 明 几 乎 处 处 收 仇 性 来 得 方 
便 ;按照 821 定理 1 和 定理 2 ,这 两 种 收敛 性 是 等 价 的 。 设 2 是 任 
意 正 数 , 6 是 小 于 工 的 任意 正 数 。 根据 $813 定理 4， 存在 正 整 数 mw 
和 和 可 测 {1,…, ?wo}- 柱 面 名 ,使 得 


LCEAB) < 名. 


例 8B 一 EA, 我们 注意 到 ,如 果 z< B, 其 
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Xe(Z) =XE0(T) 。 


C,={z:p(B,T, (7)) 0), 
=1,2,…'， 
D,=C,— U rgi<n Ci 

C= UC, = UD,, 
则 对 于 每 一 个 2 Co 和 D, 都 是 可 测 代 ,…,n)- 柱 面 。 于 是 有 


uCBN DD) = /8B, Ta C2)) du(z) 0 0D,), 
从 而 有 
->u(B) >nBNC) uC BN UYD,) = 


oo 


=- 之/ (BN DVS uD,) = 


= H=] 


CU 1Dx)=ou(C),。 
如 果 今 4= 了 2UC, 则 


E06 2 
L(A) Eg 十 < 


因为 
[pCE, T, (zx)) —plEo, T(r)) | PEAE,, T, (2)) [x], 
n=1,2,- 
所 以 我 们 可 以 假定 ， 这 些 不 等 式 对 于 人 中 一 切 z 都 成 立 .。 如 玉 
n>n0; 根据 838 定理 1 和 848 定 运 3 ,有 
[plE, T, C2)) —xgo2) | EPCB, T(x)), 

如 果 再 假定 ze' 4， 则 有 Xam(z) 一 xz 和 DBT CD)<6， 因 此 
15( 有 TCD)) 一 xz1<o。 | 

(1D 设 { (Xm Sm Po) 是 概率 空间 的 氢 列 ，(3S) 一 多 2 1(CZz, Sw), mw 是 
定义 在 F .上 的 集 丽 数 ， 并 且 对 于 每 一 个 正 整数 4，k 是 Fs 上 的 一 个 概率 测 
庭 。 如 果 在 每 一 个 Fn 上 ，j 对 于 履 积 测 康 鲜 从 1 是 站 对 连 业 的 ， 则 在 S 
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上 存在 严 的 唯一 的 一 个 扩张 , 这 个 扩张 是 一 个 概 素 测 庆 . (名 示 : 贿 看 $38 定 
理 2 的 牙 明 .) 这 个 精 果 和 落 明 的 方法 可 以 扩充 到 一 切 满 足下 述 条 件 的 妃 合 : 
条 件 构 球 如 尼 ,Tw(X%)) 能 够 被 确定 ， 使 得 对 于 几乎 每 一 个 固定 的 x， 它们 是 
在 每 一 个 Fs 上 的 构 率 测 庶 . 
(2) 如 时 筷 , 是 紧 许 量 空间 ， 完 理工 仍然 成 立 ， 厦 卫 定 理 的 气 述 和 让 明 
都 保持 不 变 。 于 是 ， 沙 每 一 个 成 ,都 是 数 直 和 线 ， 则 通过 紧 化 的 步 册 很 容易 证 
明定 理工 仍然 成 立 。 对 于 任意 的 紧 空 天 定理 1 是 否 成 立 ? 
(3) 港 用 (]) 中 的 记号 ,我 们 现在 答 出 一 个 例子 ， 襄 明 定理 1 在 X 不 是 
区 并 的 场合 下 不 一 定 成 立 ， 设 了 是 单位 区 昌 , 下 是 了 中 有 的 翁 体 波 雷 耳 集 类 ， 
vy 是 了 上 的 勤 具 格 测度 ， 设 {Xw} 是 了 中 汕 厚 子 集 的 涯 三 叙 列 ， 并 且 
人 2 和 一 0. 全 Sn 二 TN 如果 尼 ESm 即 忆 二 F NX 其 中 下 eT, 央 合 
Mn(E)=vCF)， 设 (X, 5S) 一 儿 %1CXn Sn); 对 于 每 一 个 正 整 数 1 设 So 是 
由 等 式 


SnCXn) = 21 ZH) Zi = Xp i=1, ,7 
确定 的 ,Xn 在 站 Lx … x Xn 中 的 可 济 变 换 ， 
(3a) 对 于 关中 每 一 个 可 测 {1;…; ~- 柱 面 
E=AXx Xn+1xX Hn42X -…, A tSIX .x Sn 
仿 CB) 二 pn(Sm1(4))， 于 是 , 集 本 数 4 在 F .上 具有 确定 的 定义 ,并且 ,对 
于 每 一 个 正 整 数 ,此 是 Fn 上 的 一 个 概 林 测度. 
《3b) 谢 玖 是 二 中 一 切 具 有 下 述 性 质 的 点 (7b Xx%s…) 粗 成 的 集 : 《x1 
xz2 …) 鸭 最 前 面 二 个 坐标 彼此 相等 ,i 二 1,2,…, 其 Bi e Fi;。( 提 示 : 使 
Di={(y i) N= yj) 
如 Di; 是 了 与 其 本 身 构 成 的 2 礁 和 卡 儿 乘 积 空 闻 的 一 个 可 浏 子 集 , 并 且 
Ei=(CDi NN (XiXx xX)) XKitl XKi42X me) 
(3c) 定义 在 F 上 的 集 陋 数 几 站 0 不 是 上 回炉 的 。 (提示: 在 (3b) 中 定 
义 的 集 Ei,z 二 1;2,…, 具有 下 列 性 质 : (Ei)==14, 站 ?Ei=0.) 
(4) 零 一 律 (46.3) 是 定理 2 的 一 个 特殊 情形 ，。 事 实 上 ， 如 果 已 是 一 个 
2- 桩 面 而 丈 是 到 的 一 个 可 测 子 集 ， 划 了 (局 ) 是 一 个 全 ，…， 42}- 柱 面 ， 
并 且 有 


HENTH FD) =HE TEEF) =) HE) dum 
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因此 ，pCE,Tn(*)) 几 乎 处 处 [等 于 常数 (二 LCE))。 根 据 定理 2，XECx) 
一 KITT 所 以 jCE) 等 于 0 或 1 


第 十 章 
局 部 紧 空 间 


850， 一 些 拓 拉 学 方面 的 定理 


在 本 节 中 我 们 要 介 腰 一些 拓扑 学 方面 的 业 果 ， 由 于 它们 的 性 
撕 比 较 特 殊 ,这 些 精 果 在 拓扑 学 的 书 里 通常 是 没有 的 . 

在 整个 这 一 章 里 ， 除 特别 指明 的 场合 人 外， 我 们 总 是 假 定 了 是 
一 个 局 部 紧 的 察 司 道夫 空间 。 我 们 以 记号 F 表示 由 定义 在 关上 
满足 下 列 条 件 的 一 切实 值 速 标 画 数 了 组成 的 类 对 于 和 中 一 切 的 
六 0 委 扎 z) 委 1 

定理 1。 设 C 是 紧 集 ,，U 和 V 是 两 个 开 集 ,并且 CCUU 翁 
虽 存 在 紧 集 DD 和 书 使 得 DCU,ECV, 并 了 C=DUE. 

证 明 。 因 为 C-U 和 CV 是 不 相交 的 紧 集 ， 所 以 存在 不 相 
交 的 开 集 万 和 立 使 得 C 一 UCT 和 C 一 vc 仿 合 万 = C- 记 震 
合 E=C 一 V. 容易 看 出 , 刀 和 呈 都 是 紧 集 , 井 且 DCU ECT.。 由 
于 GnV= 0 我 们 有 

DUE- (CD UC Dc TN 0c. | 

定理 2， 设 C 是 紧 集 ; 玉 是 基 集 ,并 且 CmF= 0, 则 在 加 中 存 
在 满足 下 列 条 件 的 函数 六 当 zeC 时 ,Faz) 一 0, 当 ze 下 时 ,7 一 
1 . 


证 明 。 由 于 愉 是 完 费 正则 空间 , 因此 , 对 于 C 中 每 一 个 点 
存在 史 中 的 画 数 万 , 满足 下 列 条 件 : 户 人 一 0 而 当 ze 下 时 ) 广 (了 
一 +。 因 为 由 一 切 形 如 {zx:f (z) < 志 } 的 集 租 成 的 类 (其 中 ye C) 
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是 C 的 一 个 开 复 盖 , 而 C 是 一 个 紧 集 ,所 以 存在 C 的 有 限 子 集 {y1， 
,yn 使 得 


ccU2 zp) < 


合 gz)=[L[A ,C2), 则 ge 7; 因为 对 于 和 中 一 切 工 和 C 中 一 切 


有 0 有 Ct)Sl 于 是 , 当 XxeC 时 ,g(z) 达 页 而 当 zE 玉 时 ,g(7) 
1。 容易 验证 ， 车 合 /= (2g 一 1) U0， 旭 Je sz, 并且 当 zeC 时 ， 
ftz)==0, 而 当 ze 下 时 ,f(z)=1。 
有 时 我 们 不 但 需要 知道 , 像 在 定理 2 里 指出 的 ,在 C 上 恒 等 于 
堆 的 画 数 (er ) 是 否 存 在 ,同时 还 需要 知道 ,是 否 能 够 选择 了 使 它 
在 别处 恒 不 等 于 零 。 一 般 避 来 这 是 不 可 能 的 ， 下 面 的 定 进 就 这 个 
问题 输出 了 恰 切 的 解答 . 
定理 3。 设 了 是 筷 上 的 实 值 如 奸 函 数 ,c 是 一 个 实数 ， 则 集 
{z:FDcej， {zifADEe) 和 {zx:f(z)=e)} 
都 是 并 的 Gs 集 。 反 之 如 果 C 是 紧 G; 集 , 则 存在 下 中 的 画 数 友 
使 得 C= {z:Kz)=0)}， 
证 明 。 因 为 
《2Z: 太 7) Fe} ={z: —f(r) Ee), 
{zf(7) =0} = {rf(0) 0) NN {rz f(r) Ee), 
所 以 只 须 考 虑 集 {z: 用 zx) <<c}， 根 据 丽 数 的 连 积 性 , {2:f(x) 志 
6}) 是 阳 集 ;同时 ,对 于 每 一 个 n=1,2,…,{z:f(z)<c+ 士 ) 是 开 集 ， 
由 等 式 


{z:KDsc= 门 -ze:KaD<cef 了 | 


可 知 , {ZX:f 作 X) cc) 是 G, 集 ， 
反之 ; 设 C= 门 ?_10,, 其 中 C 是 紧 集 而 {U,} 是 开 集 的 叙 列 ， 
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列 条 件 ; 当 zeEC 时 , 记 (z) 二 0, 当 ze 一 Us 时, 所 (zx) 二 1。 倒 
f(2)= i (C2), 


上 则 fe ZF, 持 且 当 zxeC 时 有 f(z) 一 0。 对 于 有 一 C 中 任意 的 xX, 至 少 
存在 一 个 正 整数 九 使 得 ZE 和 一 Cs 用 此 可 晃 , 若 ZX 一 C 划拨 z) 
全 太一 太一 0 因此 C= 一 (zc 一 0 

定理 4.。 说 CC 是 紧 集 ,UU 是 开 集 ,并 且 CCU, 草 存 在 紧 Gs 集 
Co, 并 存在 0 呈 紧 开 集 Lo; 使 得 

CECUoCCoCU,. 

证 明 。 因 为 满足 条 件 CCVCU 的 有 界 开 集 了 必定 存在 ， 所 
以 我 们 可 以 假定 U 是 有 界 集 而 不 致 开拓 普 尖 性， 股 了 是 到 中 的 
画 数 , 满足 下 列 条 件 : 当 +《C 时 ,f(z) 二 0, 而 当 x《 卫 一 U 时 , fx) 
二 (定理 2); 例 


Uo={z:f(2) 3 oo 


显然 ，CCUoCCocC Da 根据 定理 3, Co 是 一 个 并 的 G; 集 。 因为 U 
是 有 界 的 , 所 以 Co 是 紧 的 ; 由 等 式 


Uo= UY-z: DSF 一 让 


7 
可 知 , Uo 是 0 呈 紧 的 。 
定理 5， 哉 下 是 可 分 的 ,其 下 的 每 一 一 个 紧 子 集 C 是 Gs 集 . 
证 明 。 对 于 环 中 不 属于 C 的 任意 点 z, 存在 两 个 不 相交 的 开 
集 U(Cz) 和 V(r), 使 得 CCUCY), ze V(x)。 因 为 及 是 可 分 的 ,而 
类 {VGz)IzEC}》 是 瑟 一 C 的 一 个 开 复 闭 ， 所 以 存在 拒 中 点 的 彼 
列 {zo} 使 得 


次 一 CC VC 。 
于 是 有 
N_iUG jECEN’ CRV Un), 
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(1) 定理 2 也 可 以 按照 下 面 的 方式 来 证 明 。 补 上 一 个 点 , 使 叉 紧 化; 利 
用 下 这 事实 : 每 一 个 紧 豪 司 道夫 空间 是 正规 空 闻 . 于是, 对 于 紧 豪 司 道 夫 空 
名 的 任意 两 个 不 相交 的 月 子 集 C 和 DD, 存在 F 中 的 画 数 万 满足 下 列 条 件 : 
当 %eC 时 , fx) 一 0 而 当 交 ee 时 , f(*) 二 4. 

《2) 定理 3 可 以 用 来 证 明 下 这 苇 果 ， 全 体 紧 Gs 集 类 封 阴 于 有 限 侠 与 可 
列 交 的 运算 ， 这 个 结果 直接 起 明 起 来 也 很 容易 . 

(3) 设 了 是 一 个 不 可 列 的 离散 空间 , 碾 " 是 直系 补 上 了 一 个 点 x* 而 得 
到 的 紧 空间 , 则 单 点 集 {x*} 是 一 个 紧 集 ,但 不 是 Gs 集 . 

(4) 设 I 是 任意 不 可 列 集 ;对 于 I 中 每 一 个 纪 设 在 是 由 两 个 实数 0 和 
1 构成 的 ( 紧 豪 司 道 夫 ) 答 症 ; 开设 以 六 彭 示 笛 卡 多 乘积 空间 XX ;Xi. 

(4a) 处 中 每 一 个 单 点 集 是 紧 集 , 但 不 是 Gs 集 . 

(4b) 设 巨 是 卫 的 子 集 , 如果 存在 1 的 可 列子 集 了 使 得 吾 是 一 个 三 柱 
面 ( 券 看 38.2), 我 们 称 五 是 一 个 只 or- 集 ， 忆 中 的 紧 集 C 是 一 个 Gs 集 , 当 而 
且 内 当 它 是 一 个 只 o- 集 。( 提 示 : 如 果 C 是 紧 集 , 是 开 集 , 间 且 CcU， 基 
和 根据 怀 中 插 扑 精 构 的 定义 ; 有 CcUocU, 其 中 U6 是 天 中 的 开 集 同时 又 是 
一 个 广 往 面 , ] 是 了 的 某 一 个 有 限 子 集 .) 

(4c) 侣 是 定义 在 三 上 的 任意 实 值 这 午 男 数 , M 是 数 直 线 上 的 任意 波 
雷 耳 集 , 则 广 1!CMD) 是 一 个 只 or- 集 . 

(5) 训 玉 * 和 了 * 分 别 是 由 一 个 离散 的 可 列 无 陋 空 间 和 一 个 不 可 列 离散 
空间 补 上 一 个 点 (x* 和 y*) 而 得 到 的 紧 空 间 . 局 部 紧 豪 司 道夫 空间 CX* x 了 *) 
一 {(x*,y*)} 的 于 集 
{xyx Ye) {C49} 和 CX*x{yD—{Cx*,y*)} 

可 以 用 来 襄 明 , 定理 2 中 C 为 紧 集 的 条 件 是 不 可 少 的 ， 

(6) 在 局 部 紧 罕 司 道 夫 空间 中 ， 公 体 o- 紧 开 集 类 构成 一 个 基 〈 贿 看 定 

理 4)。 


851， 波 需 耳 集 和 有 贝尔 集 


丙 数 的 可 测 性 和 连 粮 性 之 加 的 关系 是 十 分 有 趣 的 ， 在 局 部 紧 
空间 的 更 合 下 它们 被 研究 得 最 为 透 徽 。 我 代 仍 假定 所 考虑 的 是 
一 个 固定 的 局 部 紧 罕 本 道夫 空间 XX 在 这 一 节 里 我 们 要 介 各 关于 
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X 中 可 测 性 理论 的 基本 概念 和 烙 沦 。 

我 们 以 C 表示 出 筷 的 一 切 紧 子 集 组 成 的 类 , 以 S 表 示 由 C 产 
条 的 o- 环 , 以 U 表示 属于 S 的 至 体 开 集 类 。S 里 的 集 称 为 式 的 疲 
雷 耳 集 ; 因而 U 可 以 定义 为 全 体 开 的 波 雷 耳 集 类 .定义 在 及 上 的 
实 伟 西数 如 果 对 于 o- 环 S 是 可 测 的 ， 旭 称 为 波 雷 耳 可 测 画 数 (或 
简称 为 波 雷 耳 画 数 ), 

定理 1。 每 一 个 波 需 耳 集 是 o- 有 界 的 ; 每 一 个 0- 有 界 开 集 是 
波 雷 耳 集 。 

. 证明。 每 一 个 紧 集 显然 是 有 界 的 ， 因 而 是 0- 有 界 的 ， 由 一 切 
o- 有 界 集 组 成 的 类 是 一 个 0- 环 ; 因为 这 个 0- 环 包含 C， 所 以 它 也 
包含 由 C 产生 的 o- 环 。 

` 反之 , 订 口 是 开 集 而 {C。}) 是 紧 集 的 氢 列 使 得 

UCU;%C,=K. 
因为 C, 一 U 是 紧 集 ,n=1,2,…, 于 是 有 
D= UC,— UeS: 
由 于 DK 一 串 所 以 U=K 一 (KU)S. 1 

我 们 以 Co 表示 由 X 中 一 切 紧 G, 集 租 成 的 类 ， 以 So 表示 由 
Co 产生 的 o- 环 , 以 Uo 表示 属于 So 的 至 体 开 集 类 。So 里 的 集 称 为 
及 的 具 尔 集 ; 因而 Uo 可 以 定义 为 至 体 开 的 具 尔 集 类 .定义 在 义 
上 的 实 值 夯 数 如 果 对 于 o- 环 So 是 可 测 的 ， 则 称 为 具 尔 可 测 画 数 
(或 简称 为 具 尔 丁 数 )， 

初 看 起 来 局 部 紧 宏 间 中 测度 花 的 研究 对 象 似乎 当然 应 迹 是 波 
雷 耳 集 。 但 是 为 了 以 下 几 个 理由 我 们 必须 引进 表面 上 不 很 自然 的 
具 尔 集 构 合 。 第 一 ， 具 尔 集 的 理论 在 某 些 方面 较 波 雷 耳 集 的 理论 
为 简单 ， 倒 时 关于 具 尔 集 的 理论 还 可 以 用 来 作为 研究 波 雷 耳 集 的 
工具 (参看 8683)。 共 次 , 每 一 个 连 积 西数 或 在 某 个 紧 集 以 外 人 恒 
等 于 零 的 连 秆 丙 数 ) 是 具 尔 可 测 的 (参看 下 面 的 定理 2 )。 第 三 ， 
要 确定 和 的 拓扑 竺 构 ， 必须 有 包含 着 足够 多 的 集 的 0- 环 , 而 至 体 
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具 尔 集 类 是 这 种 o- 环 中 最 小 的 一 个 〈 参 看 下 面 的 定理 83)。 第 
四 , 在 一 切 古典 的 特殊 场合 下 , 当 测 度 花 被 用 在 拓扑 空间 〈 例 如 欧 
几 里 得 空间 ) 中 时 ， 波 利 耳 集 和 具 尔 集 的 概念 合 而 为 一 (参看 850 
定理 5)。 

定理 2。 设 f 是 义 上 的 实 信 和 休 粮 画 数 ， 并 上 且 集 N(f)= 人 x: 
f(z) 关 0} 是 0- 有 界 的 , 则 是 员 尔 可 测 画 数 。 

证 明 。 如 果 o- 有 界 开 集 口 是 一 个 下 集 ， 旭 必 存 在 紧 集 的 令 
列 {C,}) 使 得 U= Uw-1C,， 根据 850 定理 4， 对 于 每 一 个 正 整 数 
7 存在 紧 具 尔 集 D, 使 得 C, CD,CU， 由 此 有 U= UU ”_,D,, 因 
而 品 是 一 个 具 尔 集 。 由 定理 中 关于 了 的 假设 条 件 可 知 , 对 于 每 一 
个 实数 c, 集 NCP) mi {z:Kz)<c]y 是 一 个 o- 有 界 开 集 同 时 双 是 一 
个 已 集 。 8 _ 

定理 5， 襄 也 是 一 个 子 基 ,S 是 包含 了 的 o- 环 , 划 S 二 Su 

证 明 。 如 果 C 是 紧 集 , U 是 包含 C 的 开 集 , 上 则 存在 集 巨 使 得 
CCECU 而 五 是 B 中 之 集 的 有 限 个 有 限 交 的 侠 集 (因而 Ee S). 
由 此 可 齿 , 如 果 C= 门 %-1U0。, 其 中 U 是 开 集 , 盈 对 于 每 一 个 = 

23,…, 存在 S 中 的 集 忆 , 使 得 CCE,CU,; 因 此 ,C= 站 2 ec8. 
这 就 骂 明 了 CoCS, 由 So 的 定义 即 得 定理 的 精 葵 。 

具 尔 集 类 已 释 定 义 为 由 紧 Gs, 集 类 产生 的 o- 环 ; 也许 会 发 生 这 
样 的 想法 ,一 个 紧 集 可 能 是 上 由 尔 集 而 不 是 G, 集 , 换 一 旬 话 咀 , 在 So 里 
面 可 能 会 出 现 不 属于 Ce 的 紧 集 。 下 面 的 定理 府 明 这 是 不 可 能 的 ，。 

定理 4. 每 一 个 紧 只 尔 集 是 Gy 集 。 

证 菜 。 设 C 是 So 中 的 紧 集 ; 根据 85 定理 4， 存 在 Co 中 集 的 
狗 列 {C,} 使 得 C 层 于 呈 环 SC{C,))。 根据 $50 定理 3, 对 于 每 一 
个 4 二 1,2,…, 存在 中 的 醒 数 广 使 得 C=={zx:f,(z) 二 0}。 如 果 
对 于 态 中 每 一 对 点 过 和 光合 


oo 


dD) = ft) 一 六 Oo) 


#=1 
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划 有 dz z+)=0, d(x,y)=d(y, x) 和 0d(+, Ed Cr, z) 十 
d(2y)。 田 此 可 内, 若 以 记号 < 三 y 表示 d(xyy) 一 0, 则 关系 “三 ” 
具有 自 反 和 性, 对称 性 和 推移 性 ， 因 而 是 一 个 等 价 关 了 杀 ; 我 们 以 记号 
全 表示 会 体 等 价 类 的 集 ， 对 于 X 中 每 一 个 z, 以 5 一 T(x) 表示 包 
含 z 的 (唯一 硝 定 的 ) 等 价 类 . 

如 果 了 T(z) 一 TD T(za) 一 T(?3)( 邯 若 zi 三 yi 她 三 加)， 则 
d(x1, taJSdCzp30 da) 二 do x2) 一 Co oa)。 
根据 对 称 性 ,do ys 和 dz za)， 因此 ,dz za) 一 dyuya)。 由 此 
可 齿 ， 如 果 和 所 二 全 (x1) 和 后 二 了 (x9) 是 三 的 两 个 元 素 ， 则 等 式 
9(51,52) 二 d(xz1 za) 无 歧义 地 确定 了 数 5(51,52)。 因 为 当 6(&1,52) 
二 0 时 必 有 所 二 5 所 以 画 数 9 是 三 上 的 一 个 度量 。 设 避 = 了 (zo) 
是 度量 空间 中 任意 一 点 ,ro 是 任意 正 数 ,并 合 E={5:6(C&0,8) < 
ro》) 旧 了 TC( 忆 ) 二 {zx:d(xo,X) < 之 ro}。 因 为 d(xzo, x) 连续 地 依赖 于 

2 所 以 人 是 和 在 三 上 的 一 个 连续 变换 。 
要 使 得 X 的 子 集 4 是 三 的 某 个 子 集 对 字 全 的 原 像 ， 必 须 而 
且 只 续 A 具有 下 述 性 质 : 4 若 包 含 任 一 点 z， 则 4 同时 包含 与 x 
等 价 的 一 切 点 ( 换 一 句 话 辟 , 必须 而 且 只 须 4 是 某 些 等 价 类 的 俐 ) 。 
由 于 每 一 个 C, 具有 这 个 性 质 ， 而 由 一 切 原 像 集 组 成 的 类 是 一 个 
0- 环 , 并且 CE SC{Cs}); 因 此 ,存在 2 的 子 集 卫 使 得 了 -CD =C. 
因为 TXT 0) 一 PP 人 是 回 夸 变换 ， 而 C 是 紧 集 ， 所 以 卫 是 紧 
集 。 由 于 度量 空间 的 每 一 个 并 子 集 (因而 每 一 个 紧 子 集 ) 是 G, 集 ， 
所 以 存在 三 中 开 集 的 叙 列 {A,} 使 得 
T= 2%,. 
会 [= 了 (AD 2 二 4,2,…, 好 C= 站 2 由 人 的 连 糙 性 可 
知 , [L7. 是 开 和 集 , 因此 CECo。 此 
定理 5， 褒 六 和 YY 是 局 部 紧 豪 司 谤 夫 宕 间 , Ao, Bo 和 So 分 
别 是 由 兰 , 了 和 鱼 xX 站 中公 体 员 尔 集 组 成 的 0- 环 , 基 So 一 Ao x Bo。 
. 证明 。 识 和 4 和 B 分 别 是 革 和 YY 中 的 紧 上 县 尔 集 ， 央 4xB 是 


26 测 把 论 §51 


一 个 紧 G; 集 ， 央 而 是 信 x Y 中 的 紧 具 尔 集 。 因为 Ao x Bo 是 由 一 
切 形 如 4 xB 的 集 钥 成 的 类 产生 的 呈 环 , 所 以 Ao x BoCSo。 如 果 
U 和 VV 分 别 是 苹 和 Y 了 中 开 的 具 尔 集 , 上 划 Ux Ve AoxBo。 因 为 由 
一 切 形 如 U x 的 集 钥 成 的 类 构成 XxY 的 一 个 基 ， 由 定理 3 可 
知 , Ao x Bo 二 So。 和 

为 了 便于 参考 起 见 ， 我 何在 下 面盆 述 有 关 波 雷 耳 集 类 和 具 尔 
集 类 的 生成 的 一 个 定理 (参看 5.2 和 5.3); 这 个 定理 的 让 明 是 很 简 
单 的 。 

定理 86. 由 C[ 或 Co 中 之 集 的 正常 差 集 的 一 切 予 相交 有 限 
借 组 成 的 类 是 一 个 环 ; 由 这 个 环 产 生 的 o- 环 与 SL 对 应 地 ,So] 相 
入 


De 


(1) 如 果 将 数 直 和 缕 看 作 局 部 紧 空 间 ， 则 数 直 线 上 波 雷 耳 集 的 定义 与 $15 
中 输出 的 定义 等 价 . 

(2) 空间 天 本 身 是 一 个 波 雷 耳 集 , 当 而 且 只 当 它 是 o~ 紧 的 . 

《3) 由 公 体 有 界 开 集 类 产生 的 o~ 环 与 S 相合 ;或 者 说 , 由 UU 产生 的 or 
环 与 S 相合 . (提示: 对 于 任意 紧 集 C, 攀 UU 是 包含 CC 的 一 个 有 界 开 集 ; 考 
虑 U 一 (U 一 C).) 

(4) 设 XX 是 权 .4 中 定义 的 乘积 空间 ， 则 对 的 员 尔 集 类 与 可 测 集 类 相 
合 ( 凑 看 $38, 可 测 集 的 定义 ) . 

(5) 由 全 体 有 界 员 尔 开 集 类 产生 的 o-- 环 与 So 相合 ; 或 者 脱 , 由 Uo 产生 
的 o~ 环 与 So 相合 .〈 提 示 : 设 C 是 紧 集 ,U 十 开 集 , 并 且 CCU, 则 存在 有 
界 具 尔 开 集 Uo 使 得 CSUcSU.) 

(6)“ 具 尔 集 ”是 由 “ 具 尔 栈 数 ”这 个 术语 而 得 名 的 . 伍 巡 是 具有 下 述 性 
质 的 画 数 类 中 的 最 小 者 : 这 个 类 包含 一 切 连 炉 本 数 ， 井 包含 这 个 类 中 国 数 的 
一 急 收 合 ( 不 一 定 一 致 收 伍 ) 叙 列 的 极限 画 数 ; 我 们 称 . 静 里 的 本 数 为 区 上 的 
有 具 尔 函 数 . 一 个 集成 为 具 尔 集 的 必要 和 充分 条 件 是 : 它 是 一 个 波 雷 耳 集 ， 并 
且 它 的 特征 男 数 是 具 尔 汞 数 . 

(7) 训 计 是 一 个 完全 不 连 道 的 紧 亭 司 道夫 空间 , 则 每 一 个 布尔 or~ 代 数 
与 的 全 体 具 尔 集 类 是 同 构 的 (以 属于 第 一 种 洪 里 的 只 尔 集 为 模 ) . 《提示 : 
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天 看 40.15c; 注意 到 由 龙 中 他 体 又 开 丸 月 集 类 产生 的 o- 环 与 爹 体 具 尔 集 类 
相合 .) 


852. 正则 测度 


裔 4 是 定义 在 至 体 波 圭 耳 集 类 S 上 的 测度 , 并 且 对 于 CC 中 每 
一 个 C, 有 LC) 二 coo, 划 称 4 是 一 个 波 雷 耳 测 度 ; 设 4 是 定义 在 至 
体内 尔 集 类 Se 上 的 测度 ， 井 是 对 于 Co 中 每 一 个 Cu, 有 (Co 一 
oo 旧称 uo 是 一 个 具 尔 测度 

波 雷 耳 测 度 和 具 尔 测度 的 理 葵 在 某 些 方面 是 非常 相像 的 ， 我 
们 不 妨 平行 地 加 以 娃 共 .为 了 这 个 目的 ， 我 们 采用 下 述 瑟 号 。 在 
本 上 中 , 我 们 以 C,U,S 分 别 表示 C, U, S, 同时 也 分 别 表示 CuoUu 
So; 当 我 们 研究 一 个 测度 8 的 上 时候, 如果 S=S, 旭 计 表 示 一 个 波 雷 
耳 测度 ,如 果 S= So 则 上 表示 一 个 具 尔 测度 。 

设 EcS, 如果 

ACE) =inf{RCUY :ECUeD)}， 
则 称 是 (对 于 测度 上 的 ) 外 正则 集 ; 订 EcS, 如果 

HCE) 一 sapftC): EDCeC)， 
则 称 已 是 (对 于 站 的 ) 内 正则 集 。 设 EcS， 如 果 巨 既是 外 正则 集 
又 是 内 正 央 集 , 旭 称 巨 是 正则 集 ; 如果 5 中 每 一 个 集 已 是 正则 焦 ， 
则 称 测度 之 是 正则 测度 。 

不 严格 地 区, 所 加 一 个 测度 是 正则 的 ,就 是 司 ， 借助 于 它 在 紧 
集 和 开 集 (也 就 是 在 拓扑 学 观点 下 最 重要 的 集 ) 上 的 值 , 就 可 以 确 
定 它 在 任何 集 上 的 值 .如 果 想 要 使 入 的 测度 花 结 构 与 它 的 拓扑 性 
质 不 是 毫 扰 关 联 , 则 测度 的 正则 性 是 一 个 最 为 自然 的 条 件 , 通过 这 
个 条 件 可 以 入 出 二 者 之 间 的 某 些 关系 。 从 测度 花 的 观点 看 来 ， 非 
正则 集 的 性 质 是 极端 不 规划 的 。 

不 难 验 证, 当 EcS 有 有 1K(E) 一 oo, 或 者 当 开 c 癌 ,或 者 当 已 可 以 
表 为 如 中 测度 为 有 限 的 集 的 一 个 叙 列 的 交集 , 在 每 一 种 情形 下 ,已 
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都 是 外 正则 集 。 对 偶 的 命 厢 也 成 立 : 当 ES 和 yp(E) 一 0, 或 者 当 
Ee C, 或 者 当 瓦 可 以 表 为 C 中 之 集 的 一 个 叙 列 的 侠 集 ， 则 巨 是 夫 
正 旭 集 。 我 们 在 下 面 首先 要 永明 的 喜 是 ， 从 某 些 集 的 正则 性 可 以 
推出 许 许 多 多 其 他 集 的 正 旭 竹 。 我 们 将 分 段 让 明 这 个 事实 ， 从 紧 
集 到 紧 集 的 差 , 再 从 差 集 到 差 集 的 们 ;851 定理 6 足以 侣 明 这 种 分 
段 证 明 的 方式 是 十 分 正确 的 。 然 后 我 们 要 永明 ， 公 体 正则 集 类 具 
有 是 够 的 封 六 性, 因而 可 以 应 用 关于 由 环 产生 的 单调 类 的 定理 (86 
定理 2); 最 后 我 们 可 以 得 到 一 个 烙 花 , 攀 明 某 些 测度 必然 是 正则 
的 。 
定理 1。 设 C 中 全 体 集 都 是 处 正则 集 , 则 C 中 之 集 的 每 一 个 
正常 着 集 是 外 正则 集 ; 设 口中 侍 体 有 界 集 都 是 内 正则 集 , 其 U 中 
之 集 的 每 一 个 正常 差 集 是 内 正则 集 。 
证 明 . 设 C 和 DD 是 C 里 面 的 两 个 集 ,并且 CD。 如 果 C 是 
外 正则 集 , 划 对 于 每 一 个 5 之 0, 存在 右 中 的 集 思 使 得 CCU 寺 且 
RCU)<RCC) 上 +s。 因 为 C 一 DCU 一 DeiD, 由 关系 式 
AU 一 D) RC-D) =RU-D) -CC-D))= 
=L(U-C) =0U) —AC) Se 
可 知 ,C 一 是 外 正 划 集 ， 
现在 攻 明 定理 中 关于 内 正则 性 的 部 分 。 说 口 是 吕 里 面 的 有 
界 集 , 振 且 CCU. 如果 有 界 集 U 一 DeD) 是 内 正 旭 集 , 则 对 于 每 
一 个 8>0， 存 在 C 中 的 集 已 使 得 ECU-DD 关 且 # CU 一 DD) 志 
(CE)+8。 因 为 C-D=CN CU-D) 刁 CN Ee CE, 由 关系 式 
HCC—D) — —ACCNE)=A(C—D)— (CNE)) = 
=A(CC—D)— —E)< 
SUU—D) —E)= 
=0U-D)—AE)Se 
可 知 ,C 一 DD 是 内 正则 集 ， 上 
定理 2。 有 限 称 个 具有 有 限 测 度 的 巴 相 交 夫 正则 和 集 的 借 集 是 
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内 正则 集 - 
证 明 。 没 { 羽 ，… 忆 } 是 具有 有 有限 测度 的 不 相交 内 正则 集 的 
有 限 类 , 则 对 于 每 一 个 9>0 帮 对 于 每 一 个 i 一 1,…,n, 存在 中 的 
集 Ci, 使 得 
CE, KE) SLC 二。 


命 C= 0,E=UUE 则 EDCeC; 由 关系 式 


LE)— YD AED) SY, CY) ten(C) +e 


可 知 ,是 内 正则 集 。 1 

对 应 的 关于 外 正 旧 测度 的 定理 ,证 明 起 来 也 很 容易 ;但 事实 上 
井 没有 这 个 必要 ,因为 下 面 的 定理 包括 这 种 情形 在 内 . 

定理 3。 外 正则 集 叙 列 的 余 集 是 外 正则 集 ; 递增 内 正则 集 叙 
列 的 余 集 是 内 正则 集 。 

证 明 。 识 {五 }) 是 外 正则 集 的 气 列 ， 则 对 于 每 一 个 BE>>0 以 及 
每 一 个 i 二 1,3,…, 存在 中 的 集 Ui, 使 得 

EcU,, LCU) SNE + 


全 =U% UE= UE 如果 KCE) 二 00, 则 巨 显然 是 外 正则 
集 ; 如 果 LE)<co, 旧 
uO LE)=AU-E)SA UU ES 


< KU-B)= DE LUD AE Se. 


股 {五 ) 是 内 正则 集 的 王 增 叙 列 , 并 设 忆 = U 计 , 忆 。 我 们 有 
uCE) =limu( Ei). 

我 们 要 评 明 , 对 于 满足 条 件 c<<KCE) 的 每 一 个 实数 c, 存在 © 中 的 

集 C, 使 得 CCE 提 且 c<hCC)。 为 了 证 明 这 个 事实 ,我 们 只 须 选 

取 i 的 一 个 值 使 得 c<&( 羽 ); 然后 利用 已 的 内 正则 竹 , 选取 人 @ 中 
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的 集 C, 使 得 CC 已 并 有 旦 c<CC)。 i1 
定理 4。 具有 有 限 测 度 的 内 正则 集 叙 列 的 交集 是 内 正则 集 ， 
具有 有 限 测 度 的 选 减 外 正 期 集 叙 烈 的 交集 是 处 正则 集 。 
证 明 。 设 { 玉 } 是 具有 有 限 测 度 的 内 正则 集 的 叙 列 , 则 对 于 每 
一 个 8 之 0 以 及 每 一 个 i=1,2,…, 存在 C 中 的 集 C, 使 得 
CCE, KCE,) <u(C)) + 


合 C= 站 这 ,Ci。 如 果 E= 门 和 ,上 央 E 一 CeC, 并 有 卫 
AE) RCC) =RCE-C) RAULAE -C0))< 


< 二 ; 4( 忆 一 CD 一 二 Ce) fc <e. 


襄 { 孔 ) 是 具有 有 限 测度 的 外 正则 集 的 通 碱 叙 列 ， 并 设 E= 门 记 EE. 
我 们 有 
RE) =limiE,). 

我 们 要 文明 , 对 于 满足 条 件 c 之 LC(E) 的 每 一 个 实数 c, 存在 站 中 的 
集 艺 使 得 ECU7 拓 旦 c>&(UD)。 为 了 诗 明 这 个 事实 ,我 们 只 须 选 
取 的 一 个 值 使 得 c>A(ED); 然后 利用 已 的 外 正则 性 , 选取 昌 中 
的 集 品 , 使 得 ECU 并 有 LCU)<ec。 1 

上 面 定 至 的 旋 明 里 的 类 似 之 处 ， 表 现 出 内 正则 性 和 外 正则 性 
之 到 的 对 偶 性 质 ， 事 实 上 这 种 对 倡 性 比 上 面 所 表现 出 来 的 更 为 深 
列 。 我 们 现在 证 明 , 这 两 种 正则 性 在 本 质 上 是 一 样 的 

定理 5。 CC 中 一 切 集 是 外 正则 集 的 儿 要 和 充分 条 件 是 祷 中 
一 切 有 界 集 是 内 正则 集 。 

证 明 。 假 定 C 中 所 有 的 集 都 是 外 正则 集 , U 是 站 中 的 任意 有 
界 集 ,2 是 任意 的 正 数 .。 设 C 是 C 中 的 集 , 大 有 UCC; 因 为 C-U 
是 紧 集 并 且 属 于 S, 所 以 根据 8$51 定理 4 有 CUeC, 因 而 存在 训 
中 的 集 V, 使 得 

C—UCY, RV SUC UU) +e, 
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因为 U=C 一 (C-U) 刁 CC 一 VeC, 由 关系 式 
KACU) 一 &CC 一 Y) =ACU 一 ~(C— 了 7) 一 =LUN VS 
UV— (C—O) = ACV) —nCC— U)<E 
可 知 , U 是 内 正则 集 ， 

现在 假定 日 中 所 有 的 有 界 集 都 是 内 正则 集 , C 是 中 任意 的 
集 ，8 是 任意 的 正 数 . 襄 U 是 U 中 的 有 界 集 ， 着 且 CCU; 因为 
UC 是 有 界 集 帮 旦 属于 ,所 以 存在 C 中 的 集 DD, 使 得 

DECEU-C, u(U—C)<u(D) 十 E。 
困 为 C=U 一 (U 一 CCU- De0， 由 关系 式 
AU- 一 D) RC) =4CCU 一 六 一 C)= 
=&CCU 一 C) 一 D) = 一 C) -HD Se 
可 知 ,C 是 外 正 旭 集 。 1 

定理 6。 下 面 南 个 条 件 都 是 为 正 划 测度 的 炎 要 和 充分 条 
件 ，1)C 中 下体 集 都 是 外 正 基 集 ; 5 间 中 公休 有 界 集 都 是 内 正则 
集 . 

证 明 。 两 个 条 件 的 必要 性 都 是 很 显然 的 。 机 证明 条 件 的 充分 
性 ,只 须 (定理 3 ) 证 明 S 中 每 一 个 有 界 集 是 正则 集 ， 因 为 S 中 每 
一 个 集 可 以 表 为 S 中 有 界 集 增 令 列 的 儒 集 。 融 硬是 S 中 的 有 界 
集 ,Cu 是 © 中 的 集 ,并 也 局 王 Co。 根 据 85 定理 5, 0- 环 人 Co 是 
由 一 切 形 如 Cn Co 的 集 组 成 的 类 产生 的 , 其 中 CeC， 根 据 $51 定 
理 6 ( 诺 用 在 紧 守 加 Co 上) 这 个 5- 环 是 由 一 切 形 如 ENCo 的 集 粗 
成 的 环 产 生 的 , 其 中 万 是 C 中 之 集 的 正常 差 集 的 不 相交 有 限 供 . 
根据 定理 42 和 3, 如 果 条 件 1 成 立 , 则 0- 环 Sn Co 中 每 一 个 集 是 
外 正剧 集 ; 如果 条 件 成立, 划 SNCo 中 每 一 个 集 是 内 正则 集 . 根 
据 定理 3 和 4, Co 的 外 正则 子 集 类 和 办 正 则 子 集 类 都 是 单调 类 ; 由 
86 定理 2 和 本 节 定 理 5 可知, 如果 条 件 1) 和 外 的 任何 一 个 成 立 ， 
则 当 Go 的 子 集 属于 S 时 , 这 个 子 集 必 然 是 正则 集 ; 特别 是 , 轧 是 
正则 集 。 1 


器 
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定理 7. 只 尔 测度 > 是 正则 测度 ;如果 CEC, 则 
y*(C)=int{yCUo) :CC Uoc Uo}, 


如 果 UEU, 则 
vaCU) =sup{r (Co0) : UDCo € Co), 
证 明 。 因 为 Co 中 每 一 个 集 可 以 表 为 Uo 中 测度 为 有 限 的 集 的 
泛 减 氢 列 的 交集 ， 由 定理 6 可知 , ”是 正则 测度 。 根 据 外 测度 的 定 
义 , 我 们 有 
v*(C)=inf{v (Eo0) :CCEkSo sintfy(Do:CCCoecUo》; 
对 于 每 一 个 8 二 0, 存在 So 中 的 集 刀 ; 使 得 


CCB, .vBo) Sr*(C)+3. 
因为 下 是 外 正则 集 ,所 以 存在 Uo 中 的 集 Uo, 使 得 

BCU "UDSr(E)+F. 
于 是 有 

CCU， >”(UDsy*(C)+a， 


定理 中 关于 内 测度 部 分 也 可 以 按照 完 双 同样 的 方式 证明 ， 只 须 利 
用 具 尔 集 本 的 内 正则 性 。 | 

定理 8. 设 以 十 波 雷 耳 测 度 ,? 是 定义 在 至 体 具 尔 集 类 .上 的 测 
度 , 由 等 式 ?(E) 二 kK(E) 确定 ,其 中 避 是 上 只 尔 集 。 下 面 两 个 条 件 痢 
是 为 正则 测度 的 必要 和 充分 条 件 : | 

对 于 CC 中 一 切 C, LCC)==**(C); 

对 于 口中 一 切 有 界 开 集 UU, LCU) 一 rw(UU). 
如 果 两 个 正则 该 雷 耳 测度 在 一 切 上 只 尔 集 上 相等 ， 则 号 们 在 一 切 变 
雷 耳 集 上 相等 。 

在 明 。 先 让 条 件 的 充分 性 . 珊 AGC) 一 ”*(C), 其 中 CeC, 则 
根据 定理 7, 对 于 每 一 个 2>0, 存在 Uo 中 的 集 Uo, 使 得 

CC Un， LCUD) = UD) EY (CC) 十 2 一 AKCC) FE 
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因此 C 是 外 正则 和 焦 ， 所 以 上 是 正则 测度 ,第 二 个 条 件 的 充分 性 可 
以 按照 完 至 同样 的 方式 证 明 , 只 须 应 用 定理 7 的 最 后 一 部 分 . 

现在 证 明 条 件 的 必要 性 。 设 4 是 正则 测度 ,8 是 任意 正 数 。 对 
于 C 中 每 一 个 0, 存 在 U 中 的 有 界 集 U0, 使 得 


CCD, LU) EuC) + es 
类 似 地 ,对 于 UD 中 每 一 个 有 界 集 U, 存在 C 中 的 集 0, 使 得 
CEU, LU)SEuC) 2。 


在 每 一 种 情形 , 存在 Co 中 的 Co 和 Uo 中 的 ,使 得 CCUoCCoC 
UC850 定 旭 4)。 根 据 定 理 7, 我 们 有 
2 CD) 和 ?CCo) 一 ALCUo) ELUI EHC) 十 2 
和 , 
va(U Ir(C0) 一 4CCo) ECC)EPRCUD 一 2。 
因为 8 是 任意 的 , 所 以 有 
(CEUuC) 和 v(U) SAU); 

反方 向 的 两 个 不 等 式 显然 者 成立。 这 就 识 明 了 正 荐 测度 在 紧 集 .上 
的 值 可 以 由 它 在 具 尔 集 上 的 值 唯一 地 依 定 。 最 后 ， 利 用 $51 定理 
6, 就 得 到 定理 中 最 后 一 部 分 糙 论 。 〖 

在 结束 本 市 之 前 , 我 们 再 引进 一 个 概念 , 这 个 鬼 仿 有 时 可 以 用 
作 起 明正 划 性 的 工具 , 识 4 是 任意 波 雷 耳 测度 ,to 是 由 等 式 uo0(EE) 
二 kK(E) 人 确定 的 具 尔 测度 ,其 中 Re So。 如 果 C 中 每 一 个 集 或 U 中 
每 一 个 有 界 集 是 好 -可 测 集 一 一 因而 , 在 每 一 种 情形 ，S 中 每 一 个 
集 是 必 有 -可 测 集 ， 则 称 波 雷 了 测度 4 是 增 社 正则 测度 ; 也 就 是 
证 , 如果 一 切 紧 集 , 因而 一 切 波 雷 和 十 集 , 属于 pm 的 增补 的 定义 域 ， 
蚌 & 是 一 个 增补 正则 测度 。 如 果 上 是 增补 正则 测度 ， 则 对 于 每 一 
个 波 雷 耳 集 ,存在 具 尔 集 A4 和 B, 使 得 

ACECB, 10CB— A)=0; 

根据 定 胃 8, 增补 正则 测度 必然 是 正则 测度 ， 

(1) 每 一 个 波 雷 耳 调 庭 是 o~ 有 限 的 . 
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(2) 如 果 空 间 尼 是 紧 的 , 则 全 体 正 则 集 类 是 一 个 正 现 类 (次 看 6.2) . 

(3) 咒 伙 是 波 雷 耳 测度 , 如 果 存 在 可 列 集 了 , 使 得 对 于 每 一 个 波 雷 耳 集 
已 有 凡 ( 可 一 ACEnZ), 则 凡是 正则 测度 . 

(4) 设 耻 是 欧 几 里 得 平面 ,是 定义 在 从 体 波 雷 耳 集 类 上 的 勒 员 格 测 
度 , 则 凡是 在 本 池 意 又 下 的 一 个 正则 波 雷 耳 测度 . 如 果 对 于 每 一 个 波 雷 耳 集 
EE, 定义 上 LCE) 为 忆 的 一 切 水 平 截 口 的 ( 值 米 上 的 ) 测 庚 之 和 , 则 不 是 波 雷 
耳 测 度 . | 

(5) 设 空间 厌 是 紧 的 , Xx* 是 一 个 点 使 得 {%**} 不 是 G; 集 (例如 50.3 中 
所 述 的 ) . 对 于 S 中 每 一 个 集 为 合 K(CBE) 一 Xe(xz9， 则 凡是 一 个 正则 波 雷 
耳 测 度 , 但 不 是 增补 正 其 测 府 . 

(6) 设 Ab Ma 和 几 都 是 波 雷 耳 浏 许 ; 满足 条 件 岂 二 1 十 p42, 则 只 要 这 三 
个 测度 中 任意 两 个 是 正则 的 , 另外 一 个 必定 也 是 正则 的 。( 提 示 : 如 果 CeC， 
UeUCcz1 并 且 风 CD 和 AKCC) 十 ec 则 

piCC) Fa TD ERT SC) tC) te.) 

(7) 设 卫 和 了 都 是 紧 豪 司 道 夫 空 并 ,了 是 站 在 YY 上 的 过 炉 次 措 , 凡是 
和 上 的 波 雷 耳 测 处 ， 爹 vy 二 Tl， 并 设 吃 是 了 的 紧 子 集 . DD 对 于 v 是 正 
则 的 , 必须 而 且 只 须 , C= 了 一 1(D) 对 于 以 是 正则 的 . (提示 : 如果 C UVeU， 
则 工 (X 一 U) 和 也 是 了 中 不 相交 的 紧 集 ， 如 果 人 是 DD 的 一 个 邻 域 , 并 且 
上 忆 了 (一 U0) 不 相交 ,; 则 CcCT-1((V)CU.) 

(8) 珊 风 是 正则 波 雷 耳 测度 , 划 对 于 每 一 个 o- 有 界 集 轧 有 
M*(E)—int{un(U):EcUeU} 和 Wa(E)=sup{h(C): EDCeC)}. 

(9) 设 岂 各 v 是 波 雷 耳 测 广 , 是 正则 测度 , 间 且 wvK&m 则 vw 也 是 正则 
测 府 ， 

(10a) 宙 2 是 最 小 的 不 可 列 序数 , 于 是 由 小 于 或 等 于 8 的 一 切 序数 粗 
成 的 集 。 合 卫生 一 {8}。， 如 果 取 一 切 形 如 {x:a<* 筷 6} 的“ 区间 ”与 集 
{0} 相 成 的 类 作为 天 的 一 个 基 , 划 成 是 紧 的 。 

(10b) 由 天 的 一 切 无 界 开 子 集 组 成 的 类 对 于 可 列 交 的 运算 是 封闭 的 . 

(10c) 对 于 下 中 符 一 个 波 雷 耳 人 已 按照 已 包含 或 不 包含 碟 的 无 蜡 闭 
子 集 而 合 ( 刀 二 1 或 0, 旧 上 是 一 个 波 雷 耳 测 庚 ， 

(109) 在 (10c) 中 定义 的 波 雷 耳 测 度 岂 不 是 正 划 测 谋 。( 提 示 : 包含 2 
胡 每 一 个 区 间 具 有 测 谋 1.)》 
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853， 波 雷 耳 测度 的 生成 

本 节 的 肯 的 在 于 琶 明 ， 怎 样 可 以 从 一 些 比 较 简 单 的 集 画 数 得 
出 某 些 (正则 的 ) 波 雷 耳 测度。 

设 C 是 合体 紧 集 类 , 定义 在 C 上 的 非 负 , 有 限 , 单调 , 井 具 有 
可 加 性 及 部 分 可 加 性 的 集 画 数 称 为 容 度 。 换 一 名 话机 ， 容 度 就 是 
定义 在 C 上 满足 下 列 条 件 的 集 画 数 )， 

(a) 对 于 C 中 一 切 C, 0 二 CC)<coi 

《b) 如 果 C 和 刀 是 紧 集 , 井 且 CCD, 则 CC) 入 CD); 

《c) 如 果 C 和 号 是 不 相交 的 紧 集 , 旭 和 CCUD)》=XC) 填 交 D); 

(d) 如 果 C 和 DD 是 任意 两 个 紧 集 , 则 MCUD)<XC) 寺 MD). 

因为 0) 十 C0) 二 (COU0) 一 %(0) 过 00, 所 以 容 度 在 空 集 上 的 
值 必 为 零 。 

以 下 我 们 要 从 一 个 给 定 的 容 度 ) 得 出 定义 在 全 体 波 震 耳 开 集 
类 上 的 一 个 集 画 数 )*， 又 从 得 出 定义 在 至 体 5 有 界 集 类 上 的 一 
个 外 测度 必 。 然 后 , 利用 以 前 已 经 建立 起 来 的 4*- 可 测 性 理论 ,得 
出 一 个 测度 4, 而 这 个 测度 是 一 个 正则 波 雷 耳 测 度 。 

设 是 一 个 容 度 ,对 于 上 0 中 每 一 个 UU 会 

ha(U)=sup{AC): UOCeC); 

我 们 称 4 古 由 % 引 出 的 内 容 度 。- 

定理 1。 褒 % 是 由 容 度 / 昼 出 的 内 容 度 ， 期 4% 在 空 集 上 的 
信 为 堆 , 关 具 有 单调 性 ,可 列 部 分 可 加 性 和 可 烈 可 加 性 。 

证 明 。 繁 式 1x*(0) =0 显然 成 立 . 设 避 和 了 都 属于 U, UCT 
示 股 C 是 被 避 所 包 的 紧 集 , 则 CC 仿 因而 1C) 委 (人 。 于 是 有 

hiCU)=suphC) EN CV), 

设 0 和 VV 都 用 于 U, C 是 紧 集 ， 并 且 CCUUV, 划 根 据 850 

定理 1, 存在 紧 集 吕 和 使 得 
DEU, EcV 并 C=DUE., 
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因为 (CD) 委 CDD 十 和 CE) 志 和 (0) 十 和 CV), 所 以 
LaCUU TV =suphC) EAU T1 CW), 
也 就 是 发, 1 具有 部 分 可 加 性 。 利 用 数学 归 稍 法 ,具有 有 限 部 分 
可 加 性 。 设 { 忆 ) 是 U 中 之 集 的 令 列 , C 是 紧 集 ;并且 CC U2,U,， 
旭 想 据 C 的 紧 性 , 存在 正 整 数 坟 使 得 CUiiUi, 于 是 有 
CO SHU SU EDU, 


一 上 i=} 


从 而 有 
MC UD =suphC) SE ND, 


也 就 是 轩 , 和 具有 可 列 部 分 可 加 性 。 

现在 设 0 和 VV 是 UU 中 不 相 变 的 两 个 集 ,C 筷 是 紧 集 , 持 卫 
CCU,DCV.。 因为 C 和 总 不 相交 ,而 且 CUDCUUTV, 所 以 有 

MC TAHD) = (CUD EN UU DW, 
从 而 有 . 
AaCU) Th VS=sup AC) Fsup $CD) EAUU WY, 
外: 的 部 分 可 加 性 推 多 ，%* 具有 可 加 性 ; 利用 数学 归 稍 法 , 4 具 
有 有 限 可 加 性 。 设 { 品 } 是 UU 中 不 相交 和 集 的 叙 列 , 旭 
UPD UE = D0. 


i=1 


上 式 对 于 每 一 个 4 二 1,2,… 都 成 立 ,因此 
iCU2D>E 0D). 


由 Xs 的 可 列 部 分 可 加 性 推出 ,4 具有 可 列 可 加 性 。 1 
设 4 是 由 容 度 和 引出 的 内 容 度 , 在 由 个体 0- 有 界 集 钥 成 的 可 
传 0- 环 上 定义 集落 数 L* 如 下 ， 
u(E)=int( (UECUeU)., 
我 们 称 w* 为 由 4 引出 的 外 测度 ; 下 面 的 定理 足以 性 有明, 我 们 采用 
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这 个 术语 是 很 合理 的 ， 

定理 2. 由 容 度 和 引出 的 外 测度 ie 是 一 个 外 测度 。 

证 明 。 因 为 0C0eU 并 下 1%(0) 一 0 所 以 Lr* (0) = 二 0。 训 上 和 
玉 是 两 个 0 有 界 集 ,并且 ECE。 如果 UU 是 U 中 的 集 , 并且 FCU,， 
期 ECU, 因而 w*(E) 志 hy《U)。 于 是 有 

HE)Sinf (UU) = CF)., 

设 人 《8;) 是 0 有 界 集 的 叙 列 ， 则 对 于 每 一 个 8 之 0 以 及 每 一 个 

i 二 1,2,…, 存 在 U 中 的 集 Ui 使 得 


ECU, A Ui) Eu (五 ;7 tr 
于 是 有 
CUREDERUE EE LU EE BE) + 


由 于 8 是 任意 的 ,所 以 4* 具有 可 列 部 分 可 加 性 。 下 
我 们 可 能 会 想到 , 集 画 数 1* 也许 恰好 就 是 的 扩张 , 而 4* 恰 
好 就 是 4; 的 扩张 ;例如 , 我 从 要 间 , 对 于 任何 紧 集 C，&* 是 否 能 使 
Ww*(C) 二 MC)? 一 般 讼 来 这 是 不 正确 的 ， 下 面 的 定理 就 这 个 间 题 
欠 出 了 精 俑 的 解答 ， 
定理 设 Xs 是 由 容 度 和 引出 的 夫 容 度 ,L* 是 由 和 引出 的 外 
测度 , 划 对 于 WU 中 每 一 个 U,W*(U) 二 %,(U); 而 对 于 C 中 每 一 个 
Cu (CO EMC Er (C). 
《我 们 记得 ,C? 表示 集 C 的 内 部 。) 
证 明 。 设 CeU, 旭 由 关系 式 UCUeU 可 知 ,AUr* (LUD) 委 lsCDD。 
设 VeD, 井 且 UVCW 则 (CD 过 0CV)， 因 而 
hEIn{ Ah 人 一 AUD)。 
设 CeC, UeU, 霸 有 CCZ 则 CD) 委 CC， 因而 
(COEinf CU = (CC)., 
设 CeC, DeC, 霸 HL DCCOCCC), 妈 10CD) 委 MKC) ;因而 
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pn*(CoO)—hC)=sup MD)ENRC). | 
定理 4. 设 wu* 是 由 容 度 和 引出 的 外 测度 ， 则 ao- 有 界 集 五 为 
L*- 可 测 集 的 必要 和 到 分 条 件 是 ;对 于 中 每 一 个 器 ， 
CU (UNE) TH UNE). 
证 明 。 讼 % 是 由 入 引出 的 内 容 度 ， A 是 任意 0 有 界 集 ， U 是 
UV 中 的 集 , 并 且 4ACU。， 由 关系 式 
hrCU) = Ou UNE) + UNE') 
uANE) Tu ANE) 
可 知 ， 

(A=infh CU ED + ANE); 
反方 向 的 不 等 式 可 由 必 的 部 分 可 加 性 推 击 ,条件 的 必要 性 则 可 由 
fi 可 测 集 的 定义 推出 。 1 

定理 5。 设 4* 是 由 容 度 和 引出 的 外 测度 。 对 于 每 一 个 波 雷 
耳 集 已 令 KCE) 二 4*(E), 虽 集 画 数 4 是 一 个 正则 波 雷 耳 测 度 。 

我 们 称 & 是 由 容 度 引出 的 波 雷 耳 测 度 。 

慧明 。 首 先 我 们 要 证 明 ， 每 一 个 紧 集 CC 因而 每 一 个 波 和 雷 卫 
集 ) 是 -可 测 的 ;然后 就 可 以 直接 推出 , 4 是 定义 在 至 体 波 雷 耳 集 
类 上 的 一 个 测度 。 借助 于 定理 4， 我 们 只 须 证 上 明 ， 对 于 VU 中 一 切 
Z 有 

WU (UNC) Fu CUNCD. 
设 了 是 UNC 的 紧 子 集 , 是 UND' 的 紧 子 集 ; 我 们 注意 到 ， 集 
UNC’ 和 UND’' 都 属于 U。 因为 DNE=0, 井 了 二 DUECU, 所 以 
有 
(UU) =h DEDUE)=AD) tAE), 
其 中 )* 是 由 引出 的 内 容 度 。 于 是 有 
WCU)2A(D) +sup iE)=MAD) + (UND = 
=1(D) tu* UNDD) AD) or UNO), 

从 而 有 : 
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uO Fu UNC) Fsup DD)= 
= (UNC) FA UNC = UNC) + UNC). 
现在 起 明 KCC) < 二 co。 设 下 是 一 个 紧 集 , 满足 条 件 CCF, 则 
有 
uC) =1*(C) Su FY) SAF) 00. 
最 后 , 由 关系 式 
uC =u* (C=inf(d (UCCUeU}= 
=in{f({u* (U):CCUeU}=inf{un(U):CCUeU)} 
可 知 ,测度 4 是 正则 的 。 
最 后 , 我 们 再 引进 一 个 定理 , 这 个 定 还 我 信 以 后 还 要 引用 。 
定理 6。， 设 工 是 承 在 苹 上 的 一 个 同 县 ,是 一 个 容 度 。 对 
于 CC 中 每 一 个 C, 令 CC) 一 XCTCC))。 和 如 果 上 4 入 分 别 是 由 和 和 
引出 的 波 雷 耳 测 度 , 草 对 于 每 一 个 波 雷 耳 集 轧 有 的 本 一 A(TCEY。 
特别 是 ， 如果 1 对 于 全 是 耕 变 的 ,其 攻 对 于 人 也 是 丰 变 的 。 
证 明 。 如 果 和 j 分 别 是 由 2 和 1 引出 的 内 容 度 , Ue U, 则 
由 关系 式 
fc):UDCecy=(CTCC) :UDCeCcy= 
一 人 (CD) :=TCC)，UDCeC) 一 
={XCD): UOT-(DYeC}= 
=(CD):TCOD 二 DeC} 
可 知 ,)(UD) = 二 XCTCD))。 如 果 tr 各 分 别 是 由 和 外 引出 的 
外 测度 ， 则 类 似 的 关系 式 可 以 说 明 ， 对 于 每 一 个 0- 有 和 界 集 巨 有 
(EE) 一 LW*(TC(E))， 因 此 ， 对 于 每 一 个 波 需 耳 集 思 有 AZ 一 
u《(T(E))。 定理 的 最 后 一 部 分 可 由 前 面部 分 立即 推 证 。 1 
(1) 于 面 的 例子 都 是 定义 在 局 部 紧 豪 司 道夫 空间 的 全 体 紧 子 集 类 C 上 的 
非 贫 , 有 限 集 本 数 ; 在 这 些 例 子 里 ， 有 的 是 容许 ， 而 其 余 的 则 恰好 不 满足 容 度 
定义 里 的 条 件 ( 单 油性 , 可 加 性 和 部 分 可 加 性 ) 之 一 . 
(1a) 忆 是 一 个 无 限 的 离散 安 间 ， 和 * 是 由 不 补 上 一 个 点 而 得 到 的 紧 宏 
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闻 ; 对 于 X* 中 每 一 个 紧 集 C;, 按 展 C 为 有 限 或 揪 限 而 令 和 (CC) 二 0 或 1. 
(1b)》 下 是 由 有 限 多 个 点 粗 成 的 离散 空间 ;对 于 每 一 个 紧 集 C, 例 和 CC) 
二 4， 
(1c) 关 是 阴 区 因 [一 ] 十 1]; 按 照 0eCo 或 0eCo 而 侈 入 CC) 二 1 或 0。 
(1d) X={ 卫 XY*} 是 (1a) 中 所 壕 的 紧 空 间 ; 按 腿 x*eEC 或 x*e'C 而 合 
和 CC) 二 1 或 0， 
Ge) X={0, 士 方 :4 一 久 …)} .如果 包含 无 限 多 个 负数 , 今 C) 二 
0; 在 其 他 的 场合 ,按照 0eC 或 0eC 而 合 和 (C)=1 或 0. 
(1f) 嗣 m 是 直上 的 具 尔 测 庆 ;对 于 C 中 每 一 个 C， 合 
和 (C) 一 sup{fpoCCco):C 一 CoeCoh。 
(lg) 设 上 是 著 上 的 波 雷 耳 测 度 ; 对 于 CC 中 每 一 个 OC 例 MC)=MC0). 
(2) 设 入 和 下 是 两 个 容 度 , pe* 和 n * 分 别 是 由 入 入 引出 的 外 测度 ; 如 
果 对 于 C 中 每 一 个 C， 有 AMORC) ER 《C)， 划一 凡 *。 (提示 ， 借助 
于 定理 3 的 第 一 部 分 ， 我 们 只 须 证 明 ， 对 于 U 中 每 一 个 U, pk* (DU) 二 
sup{i(C) :USC ec). ) | 
(3) 下 面 基 定 理 3 的 道 定理 > 这 个 结果 比 (2) 中 的 为 强 . 把 入 和 入 是 两 
个 容 广 , pr* 和 ip * 分 别 是 由 入 和 ~ 引 再 的 外 测 庚 ; 如 果 对 于 C 中 每 一 个 C， 
有 人 * (CoO) ANC) Spr (OC), 则 p= 。 (提示 :， 极 据 定理 8 对 于 U 中 每 
一 个 U, 有 
Ww*(U)=sup{u*(C): UOC eC)}. 
我 们 要 诈 明 的 蚌 : 
p*(U)=sup{h(C): UCec). 
如 果 s 汪 0, 井 且 UeU, 则 存在 C 中 的 集 C 使 得 CcU 和 (UU)<<n*(C) 
十 8 并 存在 C 中 的 集 吃 使 得 CcDIcDeU.) 
(人 9 咒 和 是 一 个 容许 , 具有 下 列 性 质 : 当 Co 天 0 时 ,A(C)>0。 如 果 yy 是 
由 和 引出 的 波 雷 本 测度, 则 对 于 中 每 一 个 非 窒 的 U, 有 (UD)>0. 
(5) 不 依 屯 于 任何 容 朗 ,我 们 可 以 考虑 具有 下 列 性 质 的 , 定义 在 全 体 o 呈 
有 界 集 类 上 的 计 测 论 jp*: 对 于 C 中 每 一 个 C， 
KL*(C)=int{u*(U):CcUe U} Co. 
对 于 这 种 外 测 庭 来 褒 , 定理 4 和 5 是 否 成 立 ? 


$54 第 十 章 ”局 部 紧 空 关 251 


854. 正则 容 度 


前 面 我 们 已 经 提 到 ， 一 个 容 度 的 值 可 能 不 等 于 由 这 个 次 度 引 
出 的 波 填 耳 测度 的 值 《 当 然 指 的 是 在 紧 集 上 )。 但 是 对 于 有 一 类 很 
重要 的 容 度 来 识 ， $53 中 所 仿 的 过 程 人 确实 构 成 了 容 度 的 扩张 。 我 
们 要 在 本 节 中 研究 这 一 类 容 度 ， 并 利用 得 到 的 精 果 时 出 一 个 很 重 
要 的 定理 ;这 个 定理 肯定 了 在 某 种 场合 下 波 需 耳 测 度 的 存在 性 , 至 
于 唯一 性 划 已 痉 包 含 在 852 定理 8 里 面 . 
股 ) 是 一 个 容 度 , 如 果 对 于 C 中 每 一 个 C, 有 
和 (CC) 一 inf(CD) :CCDICDecC)》， 
旧称 是 正则 的 。 考 虑 到 容 度 只 在 紧 集 上 有 定义 ,我们 尽 可 能 地 
使 容 度 的 正则 性 定义 与 测度 的 (和 外) 正则 性 定义 相 伤 。 
定理 1。 设 上 是 由 正则 容 度 和 引出 的 波 雷 耳 测 度 ， 划 对 于 C 
中 每 一 个 C, CC) 一 CC). 
牙 明 。 设 CeC; 因 为 是 正则 的 , 所以, 对 于 每 一 个 5>0, 存 
在 C 中 的 集 DD, 使 得 
CCDo， XCD) 委 KCC) 上 6， 
根据 853 定理 3, 我 们 有 
OC) nC SnD) EAD EAC) es 
由 于 8 是 任意 的 ,于 是 得 到 定理 的 结论 。 和 
下 面 是 定 弄 1 的 逆 定 理 . 
定理 2。 设 上 古 正 别 波 雷 卫 测度。 如 暴 对 于 CC 中 每 一 个 C， 
令 1CC) 一 AKCC)， 则 集 丁 数 ) 是 一 个 正则 容 度 ， 并 且 由 ) 引 出 的 波 
雷 耳 测度 与 4 相合 。 
证 明 。 集 画 数 显然 是 一 个 容 度 。 根 据 wk 的 正则 性 ， 对 于 C 
中 每 一 个 C 着 对 于 每 一 个 8e>0, 存在 如 中 的 集 UU, 使 得 
CCU, uCU)EuC) 十 2。 
如 果 DeC, 并 且 CCPCDCC 划 
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1D) =4u(D) <u(U) uC) TS6=1CC) 十 28; 
这 就 襄 明 了 % 是 正 旭 的 . 设 六 其 四 和 引 册 的 变 雷 卫 测 度 ， 草根 据 定 
理 1 ,对 于 C 中 每 一 个 C， 有 KCC)= CC) =nCC); 因 此 z=p,， 昌 

定理 3。 讼 Wo 是 上 只 尔 测度 。 如 果 对 于 C 中 每 一 个 C, 令 
iC) =inf{u0C U0) :CC Uo e VU), 
列 和 是 一 个 正则 容 度 。 
慧明 。 不 难 囊 证 , 人 是 非 负 的 ,有限 的 , 并 和 且 是 单 斋 的 . 
设 C 和 DD 是 C 中 的 集 , Uo 和 内 是 Un 中 的 集 , 震 且 CCDo， 
DCVo; 于 是 CUDCUU Vote Up; 因而 
CUD) Eu UoU VO) Eu Uo) FHoC Vo). 
由 此 得 到 
ACUD) inf vol U0) +inf tol Vo) =7(C) 十 CD)， 
也 就 是 襄 ,% 具有 部 分 可 加 性 。 
设 C 和 DD 是 C 中 不 相交 的 集 , 其 在 Uo 中 存在 不 相交 的 集 [7 
和 Vo, 使 得 CCUo,DCVo。 如 果 CUDCWoe U6, 其 有 
CC FID Eu Uof) Wo) + uo Vof) Wo) Sul Wo), 
从 而 有 
MMC) FD) <inf wo Wo) =CCUD) 。 
利用 前 面 得 到 的 关于 1* 的 部 分 可 加 性 , 就 识 明 了 具有 可 加 性 . 
现在 证 明 是 正则 的 , 设 C 是 任意 紧 集 ,8 是 任意 正 数 。 按 照 
的 定义 , 存在 Uo 中 的 集 Do, 使 得 
CC Do， uo( UN) CC) 十 6。 
如 果 刀 是 紧 集 ,并且 CCDICDC Uo, 则 
(CDD) 委 po(Lo 委 GCC) +E, 
定理 4. 说 to 是 只 尔 测度 , 则 存在 满足 下 列 条 件 的 唯一 的 一 
个 正则 波 雷 耳 测 度 4: 对 于 每 一 个 具 尔 集 E,1(E) 一 Lo0(E)。 
诈 册 。 对 于 C 中 每 一 个 C, 合 
MCC) ~inf{uoC Uo) :CCUoe Uo}, 
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则 根据 定理 3, 1 是 一 个 正 旭 容 度 ; 设 4 是 由 X 引出 的 正则 波 雷 耳 
测度 。 根据 定理 1, 对 于 C 中 每 一 个 C, 有 HGC)=X(C7。 因 为 每 
一 个 具 尔 测度 是 正则 的 (参看 $52 定理 7), 所 以 %C(C) 二 wo《C); 于 
是 , 对 于 Co 中 每 一 个 C, 我 们 有 KCC) =ko(C)。 这 就 证 明了 4 的 
存在 性 ;4 的 唯一 性 见 852 定理 8。 | 
(1) 在 53.1 里 输出 的 集 醒 数 , 其 中 哪儿 个 是 正则 容 度 ?、 
(2) 党 用 $53 定理 6 中 的 记号 , 如 果 入 是 正则 客 庶 , 则 入 也 是 正 妈 容 度 . 
(3) 设 几 是 波 雷 耳 测度 ; 对 于 C 中 每 一 个 C, 售 
MC)=sup{u(Co): CoCoe Co}. 
bt 为 增补 正则 测度 的 必要 和 充分 条 件 是 : % 是 正则 容 废 (内 看 53.1f)。 
(4) 家 和 是 一 个 容 度 , 如 果 对 于 C 中 每 一 个 C, 有 
M,C)=sup{%(D):CIOD eC), 
期 称 入 是 内 正则 的 。 下 述 与 定理 工 和 定理 2 相 类 似 的 定理 成 立 . 
(4a) 设 凡 是 由 内 正则 客 庆 1 引出 的 波 雷 耳 测度 , 则 对 于 C 中 每 一 个 C， 
HA(C0) 一 人 (C). 
(4b) 设 上 是 正则 波 雷 耳 测 度 . 如 果 对 于 C 中 每 一 个 C， 令 和 (C) = 
KCC0), 唱 集 丽 数 是 一 个 内 正则 容 度 ， 并 且 由 入 引出 的 波 雷 耳 测 广 与 几 相 


合 。 


$55。， 某 些 连 炽 图 数 类 


和 前 面 一 样 , 设 六 是 局 部 紧 癌 可 道 尖 空间 。 我 们 以 名 (X) 或 
多 表示 由 定义 在 马上 具有 下 述 性 质 的 一 切实 值 回炉 画 数 了 组 成 
的 类 ; 7 在 一 个 紧 集 以 外 恒 等 于 圭 。 换 一 句 话机 , 52 就 是 定义 在 开 
上 能 使 

NCA={r:f(7)F#0} 

为 有 界 集 的 一 切实 值 连 芒 函数 了 的 类 。 如 果 不 是 紧 空 间 , 而 六 * 
是 由 关 补 上 一 个 点 x* 而 得 到 的 紧 宏 阅 ， 则 常 称 x* 为 无 穷 远 点 ; 
因此 , % 就 是 定义 在 筷 上 莽 在 无 穷 远 点 的 某 邻 域内 恒 等 于 零 的 实 
信 连 入 画 数 类 。 以 记号 区 + (全 ) 或 2+ 表示 由 包 中 一 切 非 负 画 数 
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粗 成 的 子 类 。 下 面 是 我 们 关于 这 种 画 数 空间 的 第 一 条 定理 ; 在 我 
们 以 前 的 妊 多 于 题 里 已 经 隐 含 羞 这 个 畏 果 。 
定理 1. 况 C 是 任意 紧 具 尔 集 ， 期 分 在 2 中 画 数 的 鹏 减 豚 
列 {f), 使 得 对 于 关中 每 一 个 注 ， 
lim, f,, (7) =Xc Cx). 
证 明 。 设 C= 门 ?-10;; 其 中 U, 是 有 界 开 集 :于 是 , 对 于 每 一 
个 正 整数 ,在 F (参看 850) 中 存在 落 数 g， 使 得 
i, 车 eC， 
gnCXt) =}o 车 =eU 
含 访 =8 站 ng 则 (人 有 是 非 负 连 车 画 数 的 小 减 叙 列 ， 卉 且 对 
于 羡 中 每 一 个 +, 有 
lim, fn CX) =¥c C72), 
因为 0, 是 有 界 的 ,所 以 fe S41 二 1,2,…。 上 
设 wo 是 具 尔 测度 ,fe 2, {ZX: 了 (Zz) 关 0}CCeCo。 因 为 wo(C) 过 
00, 而 ff 是 有 界 的 具 尔 可 测 荔 数 ( 央 看 中 1 定 表 2), 所 以 了 对 于 wo 
是 可 积 的 ;并且 


fraw=] an 

特别 是 , 如 果皮 是 波 雷 耳 测度 , to 是 由 等 式 jo(E) =1CE) 确定 的 
只 尔 测度 ,其 中 玉 是 具 尔 集 , 风 在 这 种 情形 下 上 还 命 是 也 成 立 . 

定理 2。 设 4 是 具 尔 测度 ， 宅 在 一 切 间 衬 的 具 尔 开 集 上 取 正 
入, 并 总 Je 924s 则 /fdi=0 的 必要 和 充分 条 件 是 :对 于 XX 中 每 一 个 
t,x) =0. 

证 明 ， 条 件 显然 是 充分 的 . 现在 证 胃 条 件 的 必要 性 . 设 
/fdu=0,U 是 一 个 有 界 的 具 尔 开 集 ， 并 且 {z:fCz) 尖 0)CU. 全 
全 ={ZX:f(z) 一 0); 因为 


Ee 
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而 了 是 非 负 的 , 所 以 x(U 一 ) 一 0。 由 于 过 一 已 是 一 个 具 尔 开 集 ， 
因此 U 一 =0, 也 就 是 UCE. 

定理 3. 说 Lo 是 贞 尔 测度 , E>0， 划 对 应 于 每 一 个 可 积 简 单 
具 尔 函数 ,存在 可 积 往 单 囊 数 g， 


Ld 
gg= Dc,, 
i=] 


使 得 CG; 是 紧 具 尔 集 ,z 一 1， ”22 工 且 
/ |f—gl| duo<é, 


证 明 。 负 /= 盖 cixas 并 股 < 是 一 个 正 数 ， 湛 足下 述 条 件 , 对 


于 天 中 一 切 TI, [fC2) [| 委 c (也 就 是 ， 对 于 ;一 ]， 7 ]oci| 委 c) 。 因 
为 tw 是 正则 的 , 所以, 对 于 每 一 个 2 一 工 …，72 存在 紧 具 尔 集 Ci 使 
得 

CC 已 ， moCED<ro(CD+ 元 。 


如 果 g= > cixc， 则 
i=] 
flf-eldn = PleolE—C)<e. | 


定理 4。 设 Lo 是 只 尔 测度 ,5 之 0; 和 如果 g 一 cic, 是 一 个 简 


单 画 数 ,其 中 C 是 紧 具 尔 集 , 草 在 多 中 存在 画 数 有 ,使 得 
fe-ildw <e. | 
证 曙 。 因 为 {C1…;Cw} 是 不 相交 紧 集 的 有 限 类 ,所 以 存在 不 


相交 有 界 刁 尔 开 集 的 有 限 类 {Ui, 机 U,), 使 得 CEU,, i=1， “yg 
n。 由 于 ko 是 正则 的 , 不 形 失 普通 性 我 们 可 以 假定 
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€ 。 
HU EN C+ Ne t=1, ,Ny 


其 中 c 是 满足 下 述 条 件 的 正 数 ; 对 于 下 中 一 切 rz，1g8(2)| 委 5。 
于 每 一 个 这 7 在 多 中 存在 夯 数 万 , 满足 下 列 条 件 ， 


时 忆 ( 轨 一 1 汝 ze6XX 一 太 时 万 (站 一 0 我 们 全 1 六 四 帮 。 因 为 
[一 1 


he 221 所 以 je 5; 又 因为 世 是 不 相交 的 , 所 以 对 于 和 
中 一 切 zx, 我 们 有 |h(x) | 委 c。 于 是 


fe-alan=P lidn< em) <e. 1 
ii i=1 


(D 设 jp 是 正则 波 吉 耳 测度 ， 则 由 紧 集 的 特征 档 数 的 一 切 有 限 米 性 组 
合租 成 的 类 在 52s(A) 中 称 守 ,1p<00. 

(2) 设 记 是 正则 波 雷 耳 测 府 , 则 92 在 92p《1) 中 称 密 ,1 志 <o00. 

(3) 座 所 是 正则 波 雷 耳 测 度 , 已 是 测度 为 有 限 的 波 雷 耳 集 , 了 是 定义 在 
已 上 的 波 雷 耳 可 测 郴 数 ， 则 对 于 每 一 个 s>0， 在 已 中 存在 紧 集 C， 使 得 
KH(E 一 C) 志 ,并 使 得 f 在 C 上 违 炉 . (提示 : 如 果 了 是 简单 西数 ， 可 以 按照 
永明 定理 3 的 方法 来 证 明 这 个 命题 。 在 -- 般 的 场合 , 存在 收敛 到 的 简单 责 
数列 { 轧 ) 根据 叶 果 洛 夫 定理 和 的 正则 性 ， 在 巨 中 存在 紧 集 Co， 使 得 
R(E)<A (Co 十 2， 间 使 得 {fx} 在 Co 上 一 致 收 化 到 f. 设 C* 是 已 的 紧 


子 集 , 使 得 J(B)<K(Cw) 十 吏 +T; 并 使 得 名 在 Cn 上 连 粮 ;于 是 , 集 


C= N20C» 
满足 命 古 中 所 这 的 条 件 .) 这 个 烙 果 称 为 卢 肥 定理 . 


$56。， 条 性 涩 瑞 数 
识 A4 是 定义 在 多 上 的 实 值 画 数 , 如 果 对 于 多 中 任意 一 对 函数 
了 和 g 以 及 任意 一 对 实数 a 和 8, 有 
Alaf+ Bg)=oA(f) + A(g), 
旧称 4 是 光 上 的 米 性 装 画 数 。 设 4 是 吕 上 的 炎 性 污 范 数 ,如 果 对 
于 2+ 中 每 一 个 有 有 1A(f) 宇 0, 央 称 和 是 正 的 。 我 们 注意 到 , 正 


§56 第 十 章 ”局 部 紧 空 间 257 


的 线性 沪 画 数 4 上 有 单调 竹 , 也 就 是 这 ,如果 fe 区 ,gc 着 且 三 > 
g; 则 (/) 汪 Cg)。 不 难 难 证 ,如果 tw 是 内 尔 测度 , 而 二 (一 
/Fans 共 中 fe 2， 则 4 是 正 的 入 性 识 丁 数 ;本 节 的 主要 目的 在 于 
证 明 , 任何 正 的 绕 人 性 污 画 数 都 可 以 按照 这 种 方式 表示 而 来 。 

我 们 将 采用 下 面 的 记号 ;这 种 记号 虽然 不 常见 ,但 却 很 能 表 出 
它 的 含义 。 设 五 是 路 的 子 集 ,f 是 定义 在 久 上 的 实 值 丽 数 ， 如 末 
对 于 卫 中 每 一 个 +， 有 Xe() 志 f(z) [或 XC 之 f(t)]， 则 本 为 
Cf 对 应 地 ,EB 二 门 。 

定理 1。 识 A 是 轨 上 正 的 线性 污 画 数 。 对 于 CC 中 每 一 个 ， 


仿 
CY =in{f{ AC(f):CE fe ge), 

则 是 一 个 正 央 容 度 。 如 果 凡 是 由 4 引出 的 波 需 耳 测 度 ， 央 对 于 
每 一 个 有 界 开 集 这 并 对 于 2+ 中 满足 条 件 UC 了 的 每 一 个 有 有 
uCU)<ACO). 

趟 明 。 因 为 了 4 是正 的 , 所 以 当 CeC 时 有 %*(C) 之 0。 要 谣 明 X 
是 有 限 的 ， 设 C 是 任意 紧 集 ,，U 是 包含 C 的 任意 有 界 开 集 。 因为 
在 2+ 中 存在 满足 下 列 条 件 的 画 数 广 当 teC 人 时 f(x) 一 1, 当 Xe 
一 UU 时 f(z) 二 0, 所 以 CCfe 引 1;, 从 而 有 

ACC)EACF) Lo. 

设 C 和 DD 是 紧 集 ;CD, 井 且 CCfe sei; 上 基 DCf 因 此 AD) 
AC 有 .于 是 有 4(D)inf 4(f) ==%(C)， 也 就 是 况 ,， 4 具有 单 
调 性 . 

二 C 和 妃 是 紧 集 ,并 HCCfe S54,DCge Si， 则 

CUDC ge Sry 
因此 ACCUD)ACF+g) 二 ACf) 二 Alg). 于 是 有 
CCUD)<inf A (Cf) +inf Al(g) =%C) 上 TCD)， 
也 就 是 识 ,% 具有 部 分 可 加 性 。 
设 C 和 DD 是 不 祖 交 的 紧 集 ， 则 存在 不 相交 的 有 界 开 和 集 U 和 
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V, 使 得 CCU, DCV。 设 f 和 g 古 + 中 满足 下 列 条 件 的 两 个 画 
数 ; 当 zeC 时 f(r) 一 1, 当 xeXX 一 U 时 fz) 一 0, 当 xeD 时 g(x) 
二 1, 当 zeXX~-V 时 g(xz) 一 0。 如 果 CUDChe 4;, 则 
MCITFIMDE A +A) = A TE EA OD. 
于 是 有 
iCY FID Ein{ A0h) 一 2CCU 站 ); 
利用 的 部 分 可 加 性 , 立即 推出 2 具有 可 加 性 。 
我 俩 已 经 证 明了 是 一 个 容 度 ; 剩 下 需要 让 明 的 是 1 的 正则 
性 。 对 于 C 中 每 一 个 C 太 及 每 一 个 50, 在 + 中 存在 丙 数 使 
得 
CC 4CPDSNC)+-。 
如 果 7Y 是 满足 条 件 0<7<1 的 实数 ,而 D= 二 {z: 玉 7X) 之 7), 妈 
CC{rfO ELITC{rAz) > EDICDeC, 


因为 DC eg 所 以 
DS ACf EFC) + 羡 ). 


我 们 可 灸 选择 ”使 它 满足 关系 式 
1 8 
3 (xc) 十 2 )<xcC) 十， 


于 是 有 XGOD 生 XCC) 二 5 由 于 8 是 任意 的 ,这 就 襄 明 了 和 是 正则 的 。 

定理 中 最 后 一 部 分 宇 论 可 由 4& 的 正则 性 推出 。 素 实 上 ， 如 果 
C 是 紧 集 ,并且 CCU, 旧 CC 因 焉 

LC)=C) SE AO):; 

于 是 有 WCU)=supu(C)EAC7). 1 

定理 2.。 褒 A 是 多. 上 正 的 线性 汛 西 数 , 对 于 CC 中 每 一 个 C 
念 

MC)=inf{ 4 CF):CCfe Sr4), 
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如 果 纳 是 由 容 度 % 引出 的 波 雷 耳 测度 ; 则 对 于 24 中 每 一 个 万 有 
frar<acn). 


证 明 。 因 为 |fdr 和 A(f) 都 是 黎 性 地 依赖 于 f， 所 以 只 有 顷 就 
满足 下 列 条 件 的 画 数 证明 这 个 不 等 式 : 对 于 中 每 一 个 xz, 0 志 


f(D <1 
设 7 是 一 个 固定 的 正 整数 ;对 于 i 二 1,…,7 例 
0, 若 f(z)< 二 ， 
AD- 1 
Fo 一 (一 一 4 一 一 一 nf() 一 G 一 了 ), 若 -一 -入 js 一 ， 
一 - 好 7 
1, 若 二 <<FCD。 
因为 


扩 = (Lof 一 G 一 IJUOni 一 Le 六 G 一 已 Jn0DU0， 
i 二 1,…, 14, 所 以 画 数 三 都 属于 多 +。 在 满足 关系 式 


fn)<T 
的 任何 工 处 , 我们 有 
_ 1, 若 1<i<ji—1, 
A to 若 j+1<i<n, 


因此 ,对 于 义 中 每 一 个 Zz 有 f(z) = 二 了 >i(z)， 


合 可 = 公 :D> 二 ,=0,1,…sn, 旧 太 是 有 界 开 集 , 而 对 
于 i=4…, 有 ;Cf 根据 定理 1， 又 有 KCUD 忆 40fD。 因 为 
L0D CD 一 … 一 局 一 0, 我 个 有 
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AD=L DA 2 Pu) = 


= (Ei U)= 


Le ~—uCUr) 1 = 


2 
7 


7 1 
HE UU TU 
n n 


i=1 
S 1 


> 二 人 fd)= 


本 fau— zu(UD) /fa LucU). 


由 于 ，， 是 任意 的 ,而 CDD <co 于 是 得 到 定 运 的 结论 。 旧 
定理 5， 敲 4 是 空 上 正 的 线性 沪 函 数 , 对 于 C 中 每 一 个 C， 


仿 
和 (CC) 一 inf{4a CA :CC Fe Es}., 


如 暴 上 是 由 容 度 引出 的 波 雷 耳 测度 ， 划 对 于 每 一 个 紧 集 C 以 及 
每 一 个 正 数 8 在 + 中 存在 画 数 万 ,使 得 CC 及 ,并且 
A /Raute. 
永明。 设 妃 十 24 中 的 画 数 ， 满足 下 列 条 件 ， 
CEAf, A LAC) + 8; 
于 是 有 
A SuCC) te< /nar +e. 1! 
定理 4。 设 4 是 29 上 正 的 禾 性 污 画 数 ， 虽 存在 满足 下 列 条 件 
的 波 雷 耳 测 度 L; 对 于 多 中 每 一 个 下 
AC7) =/f ve 
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证 明 。 对 于 CC 中 每 一 个 C, 合 MC) =inf{ 4(f):CCfe 92+} 
并 识 4 是 由 容 度 1 引出 的 波 雷 耳 测度 ,7 是 乡 中 一 个 国定 的 丽 数 . 
裕 C 是 灌 足 条 件 {z:fCz) 对 0}CC 的 紧 集 ,5 是 一 个 正 数 。 根 
据 定理 3, 在 92+ 中 存在 画 数 及, 合 得 
Cf, 4S/hadrte. 
盐 。 是 满足 下 撑 条 件 的 正 数 :对 于 义 中 一 切 z, |fCz) 1<es 于 
是 ,西数 /cj 属于 e+ 而 根据 定理 2, 就 有 


4(P)+cedCD 一 过 Cf+of)>] (f+ef) dn= 


= /faetef far. 
因此 
A P/Fautd {fadu— 1 Cf =/f dumee. 
由 于 8 是 任意 的 ,所 以 
4 /Fa 


换 一 旬 话 襄 , 定理 2 对 于 双 中 一 切 了 都 成 立 。 对 函数 一 六 应 用 这 
个 不 等 式 , 我 们 得 到 反方 向 的 不 等 式 。 

定理 5， 说 4 是 正则 变 雷 耳 测 彦 ; 令 

4 (万 =-/ran 
其 中 JeSe3s 兰 念 
MMC)=int{ AC(A :CCfe 14), 

其 中 CeC。 于是， 对 于 C 中 每 一 个 C， 有 4CC) 二 h(C)。 由 此 可 
见 , 将 正 的 揽 性 面 数 超 为 对 于 正 上 波 雷 耳 测度 的 积分 ,其 豆 示 方 
式 是 唯一 的 . 

慧明 。 显 然 ，&(C) 委 1K(C)。 如 果 CeC 而 8 六 0， 则 因为 & 是 
正则 的 , 所 以 必定 存在 包含 C 的 有 界 开 集 U0, 使 得 
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nCU) EuC) TE. 
设 f 是 多 中 满足 下 列 条 件 的 画 数 ; 当 zeC 时 f(z)=1, 当 Ze 
及 一 UU 时 f(x) ==0; 于 是 CCfe 2 项 且 


KOEAP = /fA SO) +e, 


由 于 是 任意 的 , 定理 于 是 证 明 完 星 。 上 
(1) 误 weX. 对 于 多 中 每 一 个 万 全 4( 了 ) 二 f(x0), 对 于 每 一 个 波 圭 
了 H 集 书 会 1(E)=Xg(xo), 则 4《f)= 和 fan. 


(2) 设 po 是 员 尔 测度 , 对 于 多 中 每 一 个 万 合 4( 了 ) 二 =) 了 duo, 并 股 w 


是 满足 条 件 4(f) 二 | ax 的 波 雷 耳 测度 , 则 对 于 每 一 个 只 尔 集 也 有 上 (已 ) 
一 Ao( 五 ). 
(3) 设 mw 是 中 尔 测 诬 . 对 于 锯 中 每 一 个 有 合 4(f)==|f dpo. 对 于 
U 中 每 一 个 0, 合 
MTU)=sup{A4A(f): Ufe G+), 
而 对 于 每 一 个 or- 有 界 集成 全 
Wm*(E)=inf{he(U): EcUeU); 
则 对 于 每 一 个 具 尔 集 忆 有 p*(E) 二 Ko(E). 

《4) 在 由 全 体 正 整 数 粗 成 的 可 列 离散 空间 中 补 上 一 个 点 oo, 我们 得 到 紧 
空间 六。 在 这 种 场合 下 ,2 中 的 醒 数 了 就 是 满足 条 件 (op) 一 limsy (zz) 的 
收 做 实数 列 {f(m)}s 最 一 般 的 正 线 性 污 画 数 4 具有 下 列 形式 : 

4A(f)= 也 fn) dm 


1<n<% 
其 中 4 是 收 侵 的 正 数 项 毅 数 。 


(5) 设 4 是 多 上 的 炎 性 沉 豆 数 , 如 果 存 在 满足 下 壕 条 件 的 常数 对 于 
多 中 每 一 个 有 有 | 4( 了 ) 1k sup{ f(x)|: Xe 下}, 则 称 4 是 有 界 的 .每 一 
个 有 和 界 ( 不 一 定 是 正 的 ) 线 性 沉 融 数 可 以 表 为 两 个 有 界 的 正名 性 污 匡 数 之 差 。 
要 证 朋 这 个 命题 , 可 以 幕 仿 广义 测度 的 车 当 分 解 的 导出 过 程 . 

(6) 如 有 果 所 是 紧 衬 间 , 则 史 上 每 一 个 正 的 国 性 总 西数 是 有 内 的 ， 


第 十 一 
哈 尔 测度 


857.、 开 子 群 


在 开始 关 壕 拓扑 群 中 的 测度 理论 以 前 ， 我 们 要 在 本 节 内 引进 
三 条 拓 盾 方面 的 定 埋 , 这些 定理 在 测度 论 里 有 很 重要 的 用 处 . 设 
是 拓扑 群 玉 的 子 群 ,如果 2Z 本身 是 一 个 开 的 子 集 , 则 称 Z 是 所 的 
开 子 群 。 我 们 要 迹 明 , 拓扑 群 的 开 子 群 Z 拥 及 的 低 部 拓扑 
性 质 一 一 出 平 Z 的 范 团 以 外 的 和 性质 ， 则 可 以 通过 的 左 陪 集 类 的 
和 结构 而 表达 出 来 ， 这 个 左 陪 集 类 的 拓扑 车 构 是 高 散 的 。 我 们 还 要 
证 明 , 每 一 个 局 部 紧 拓 扑 群 必 有 充分 小 的 开 子 群 一 一 换 一 句 话 如 ， 
必 有 这 样 的 开 子 群 ; 在 这 些 开 子 群 里 ,测度 在 忽 穷 远 点 凤 的 不 规则 
现象 不 可 能 发 条。 

定理 ]. 抵 扑 群 瑟 的 子 群 忆 是 开 子 群 的 迪 要 和 记分 条 件 是 : 
迄 具 有 非 空 的 内 部 Z0。 

路 明 。 条 件 显 然 是 必要 的 。 现 在 诈 明 条 件 的 充分 性 。 因 为 
ZO 六 0, 所 以 在 2? 中 存在 元 素 z, 座 z 是 2 的 任意 元 素 , 央 zz5'eZ， 
因而 zz0 0 一 4。 于 是 x20120 一 2Z0, 从 而 

2= (220') 0 € 0。 
由 于 是 2Z 中 任意 的 元 素 ; 因此 ZCZ, 搞 一 外话 误 , Z 是 一 个 开 
集 。 1 

定理 2. 说 民 是 拘 扑 群 和 的 开 子 群 , 则 任意 败 个 民 的 左 隘 集 

的 饼 集 在 义 中 旗 是 开 集 又 是 了 弛 集 。 
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证 骨 。 因 涛 任意 多 个 左 陪 集 之 佑 的 余 集 ， 共 本 身 还 是 一 个 同 
样 类 型 的 做 集 ,而 以 开 集 为 余 集 的 集 必 为 肛 集 , 所 以 愉 须 证 明 , 任 
意 多 个 左 陪 集 之 余 是 一 个 开 集 . 又 因为 开 集 的 售 集 必 为 开 集 ， 所 
以 只 须 证 明 ,Z 的 每 一 个 左 陪 集 是 开 集 ; 但 是 我 们 已 经 知道 和 是 一 
个 开 集 , 定 还 于 是 起 明 先 星 。 1 

定理 5， 敲 五 是 局 部 紧 拭 扑 群 素 中 的 任意 波 雷 耳 集 , 则 存在 
六 的 0" 紧 开 子 群 ,使 得 五 CZ。 

盐 明 。 只 须 证 明 ( 和 参看 人 1 定理 1), 如 果 {C,) 是 承 中 紧 集 的 
令 列 , 则 存在 入 的 呈 紧 开 子 群 2, 使 得 C,C2,n==1,2,…. 

设 品 是 紧 集 , 包含 单位 元 素 e 的 某 个 邻 域 。 合 Do 二 DD, 大 合 

Dt1= Ds Dr U Cnr n=0, 1,2,.. 

如 果 名 二 wo Ds, 则 2Z 是 呈 紧 集 , 具 有 非 空 的 内 部 ,并 包含 一 切 
C,,。 如 果 我 们 能 导出 关系 式 Z-'IZC2Z， 旭 定理 的 证 明 就 完成 了 。 

首先 我 们 证明 : 如 果 ee Dn 一 0,1, 2，…， 则 DCD+i。 事 
实 上 , 如 果 eg 站 上 则 ee D3'; 由 此 可 网 ,如 果 ze Ds, 旧 

rxEDi TIED D, CD 

因为 ee Do 所 以 刀 ,C 门 ,12 一 0 1,2,-…。 

现在 设 X 和 yy 是 z 的 两 个 元 素 . 由 .上段 的 精 论 可 知 ,X 和 y 二 
卉 同属 于 某 一 个 站 因此 

zy Dy DCDArcCZ,. 1 


$558。 哈 尔 测 度 的 存在 性 


设 局 部 紧 拓扑 群 了 里 的 波 雷 是 测度 4 具有 下 列 性 质 : 对 于 每 
一 个 非 空 该 雷 耳 开 集 CAK(CC)>>0, 对 于 每 一 个 波 雷 耳 集 已 LCxE) 
二 KE); 我 们 称 上 是 一 个 哈 尔 测度 . 本 节 的 目的 在 于 证 明 , 在 每 一 
个 局 部 坚 拓 盾 群 里 至 少 有 一 个 哈 尔 测度 存在 . 

哈 尔 测 度 定义 里 的 第 二 个 牺 件 可 以 称 为 左 不 变性 (或 老 称 为 
在 堪 转移 下 的 不 变性 )。 定 义 里 第 一 个 条 件 与 & 不 恒 为 零 这 个 条 
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件 是 等 价 的 事实 上 , 如 果 4CU) = 0, 其 中 U 是 某 个 非 宏 的 波 雷 
耳 开 集 ,又 识 C 是 任意 紧 集 , 则 类 {zU:ze C} 是 C 的 开 复 盖 。 因 
为 C 是 紧 集 ， 所 以 存在 C 的 有 限 子 集 {zx1，…, zw), 使 得 CC 
Uw 而 由 4 的 左 不 变性 导出 
WCE riU) =nu(U)=0. 


1 一 
二 


如 果 上 在 全 体 紧 集 类 C 上 等 于 堪 , 则 在 至 体 波 雷 耳 集 类 S 上 也 
等 于 雪 : 于 是 我 们 得 到 下 述 千 葵 : 哈 尔 测度 就 是 不 恒 等 于 零 的 左 不 
变 的 波 志 耳 测度 。 

在 开始 讨论 哈 尔 测 度 的 构成 以 前 ,我 们 还 要 指出 , 哈 尔 测度 的 
定义 里 有 着 不 对 称 的 地 方 。 左 转移 和 右 转移 在 群 里 占有 完 公 对 称 
的 地 位 ; 因此 ， 在 我 们 的 定义 里 只 提出 左 不 变性 似乎 是 不 很 公平 
的 。 我 们 所 定义 的 概念 事实 上 应 该 称 为 “ 左 哈 尔 测 度 "; 同时 我 们 
还 应 该 引进 一 个 类 似 的 “ 右 哈 尔 测度 "概念 , 考 且 应 该 对 二 者 之 问 
的 关系 加 以 说 尽 的 研究 。 实 际 上 我 们 在 以 后 有 时 就 要 引用 这 种 更 
为 精确 的 术语 。 但 是 在 红 大 多 数 的 场合 ， 特 别 是 在 有 关 哈 尔 漠 度 
的 存在 性 问题 里 , 由 于 左 、 右 哈 尔 测 度 的 完全 对 称 性 , 我 们 只 须 采 
用 不 对 称 的 处 理 方 式 ， 事实 上 上， 因为 将 苹 中 每 一 个 + 映 为 x"! 的 
变换 能 使 一 切 拓扑 和 群 论 的 性 质保 持 不 变 , 井 且 能 使 一 切 “ 左 ”和 
“ 右 "的 性 质 相 互 转 化 , 所 以 从 每 一 个 “ 左 定理 ”可 以 导 抽 和 它 对 应 
的 “ 右 定理 ”, 反 之 亦 然 。 特 别 是 , 不 难 台 诈 , 如 果 4 是 一 个 左 哈 尔 
测度 , 对 于 每 一 个 波 雷 征集 E, 倒 v"《E) 一 4(B-), 则 集 画 数 ”是 一 
个 右 哈 尔 测 度 ; 反之 , 如 果 4 是 一 个 右 哈 尔 测 度 ， 旧 ? 是 一 个 左 哈 
尔 测 度 。 

设 允 是 任意 有 界 集 ,已 是 具有 非 空 内 部 的 任意 集 ; 我 们 定义 
“ 比 ”: 玉 为 洱 足 下 进 条 件 的 最 小 非 负 整数 4, 五 能 被 2 个 羽 的 左 
转移 所 血 盖 ， 换 一 句 话 襄 ， 存 在 屋 中 2 个 元 素 租 成 的 集 {Xx1，…， 
Zn) 使 得 CUE! ziF。 容 易 看 出 , 因为 已 是 有 界 集 , 而 大 0, 所 
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以 :下 必 为 有 限 数 ;此 外 ,如果 4 是 具有 非 罕 内 部 的 有 界 集 , 妈 
E: F<(E: A) CA:H). 

哈 尔 测 度 的 建立 ， 以 下 述 的 想法 为 其 基础。. 上 一 章 的 娃 果 人 告 
诉 我 们 , 要 想 在 局 部 紧 察 司 首 夫人 空间 里 建立 一 个 波 雷 耳 测 度 , 只 须 
首先 建立 一 个 容 度 4%， 也 就 是 定义 在 C 上 具有 某 种 可 加 性 的 一 个 
集 画 数 。 设 C 是 一 个 紧 集 , U 是 一 个 非 空 的 开 集 , 期 比 C:U 可 以 
用 来 表示 C 和 如 二 者 的 大 小 之 间 的 比较 、 将 C: 品 乘 以 取决 于 器 
的 大 小 的 一 个 适当 的 因子 ， 然 后 对 所 得 的 乘积 按照 某 种 意义 取 极 
限 , 假定 乙 无 限 地 和 糙 小 , 则 所 得 的 极限 值 应 该 就 是 4 在 C_ 上 的 值 . 

上 面 的 驶 法 着 不 完全 难 丛 。 为 了 揭露 这 个 不 准 侈 之 点 ， 春 便 
得 我 们 的 考虑 方式 更 富 于 直观 性 起 见 ， 我 个 现在 举 出 一 个 例子 。 
设 和 是 欧 儿 里 得 奉 面 , & 是 勒 具 格 测度 , CC 是 任意 紧 集 . 说 忆 是 
咎 径 为 7 的 一 个 图 的 内 部 ; 如 果 对 于 每 一 个 7>0, 合 1 一 CD 
划 显 然 有 DT PKCC)。 我 们 知道 ,mxz7)7012 存在 , 但 它 不 等 


于 KKC) 而 馈 于 2 到 kxKC)。 换 一 句 庄 本, 从 一 个 在 太 上 取 什 为 
zr? 的 通常 的 测度 出 发 ,按照 上 注 的 考虑 方式 我 们 得 到 一 个 新 的 测 
度 ， 这 个 测度 是 原来 的 测度 与 一 个 常数 因子 的 乘积 。 为 了 消去 这 
全 比例 因子 , 我 们 将 以 两 个 比 的 比值 CC: U)/CA: VD) 来 代替 CxD 
其 中 4 是 具有 非 空 内 部 的 一 个 固定 的 紧 集 . 

定理 1。 设 局 是 一 个 固定 的 井 举 开 集 , 和 4 是 具有 间 空 内 部 的 
一 个 固定 的 紧 集 。 对 于 每 一 个 紧 集 C, 令 


Ww(0)= 守 攻 ， 


划 集 画 数 各 是 非 负 的 ,有 限 的 , 单 训 的 ,具有 左 巴 变性 和 部 分 可 加 
性 ;此 和 外, ho 并 具有 下 述 狂 义 的 可 加 性 ;和 如果 C 和 DD 是 紧 集 , 并 且 
CUInDU-=0, 则 
Mz(CUD) =Mp(C) +j(D)。 
证 明 。 除了 最 后 一 部 分 以 处 ， 定 理 的 其 余部 分 都 可 以 利用 关 
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于 C: 忆 的 定义 直接 验 许 。 现 在 让 明定 理 的 景 后 一 部 分 。 裔 ZU 
是 忆 的 一 个 左 转移 ;容易 看 出 , 如 果 CmzU 尖 0, 则 有 ZECU- 如 
果 DN xzU 关 0, 旧 有 ze DUT!。 由 此 可 上 见 , C 的 任何 去 转移 都 不 能 
够 与 C 和 妃 同 时 有 非 空 的 交集 。 所 以 hw 具有 定理 中 所 述 的 狭义 
可 加 性 。 各 

定理 2. 在 每 一 个 局 部 基 拓扑 群 瑟 中, 至少 有 一 个 正 划 哈 尔 
测度 存在 . 

在 明 。 考 虑 到 853 定理 5 和 6, 我 们 只 须 建立 一 个 不 恒 等 于 
堵 霸 是 具有 左 不 变性 的 容 度 ;然后 由 $53 定理 3 可 知 , 由 这 个 容 度 
引 1 二 的 测度 不 恒 等 于 需 , 因而 是 一 个 正则 哈 尔 测 诬 。 

设 和 4 是 具有 非 空 内 部 的 一 个 固定 的 紧 集 ,者 设 N 是 由 单位 元 
素 的 一 切 邻 域 组 成 的 类 。 对 于 NN 中 每 一 个 0, 我们 在 双 体 紧 集 C 
的 类 上 定义 集 画 数 心 如 下 : 

C:U 


oCC) TAD* 
0<hy(C)EC:A., 
根据 定理 1。 每 一 个 与 一 个 容 度 的 差别 之 点 只 在 于 它 不 一 定 具 
有 可 加 性 。 我 们 要 应 用 康 受 对 角 线 法 的 近代 形式 ， 也 就 是 齐 埠 庄 
夫 关 于 乘积 空间 的 紧 性 的 定理 ， 来 确定 出 思 的 一 个 极限 , 这 个 栋 
限 具有 容 度 的 全 部 人 性质, 包含 可 加 性 在 内 。 
对 于 CC 中 每 一 个 集 C, 我 们 以 开 区 间 [0, C: 4A] 与 之 对 应 , 夺 以 
5 表示 公 体 这 种 区 阅 的 馆 卡 名 禾 积 突 闻 (在 拓扑 学 的 意义 下 )。 于 
是 , 亚 是 一 个 紧 豪 司 道夫 空间 ,更 中 的 点 就 是 定义 在 C 上 的 实 值 画 
数 8, 车 且 对 于 C 中 每 一 个 C, 0 入 #CC) 委 C:4。 对 于 N 中 每 一 个 
UU, 图 数 v 就 是 这 个 罕 阅 里 的 一 个 点 . 
对 于 六 中 每 一 个 U, 我 们 以 记号 4(D) 宪 示 由 一 切 能 使 VC 
U 的 画 数 入 组成 的 集 , 即 
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AC(U)={hWw: UOVEeN)}. 
如 果 《0,…， Uw}) 是 由 单位 元 素 的 邻 域 组 成 的 任意 有 限 类 ,也 就 是 
N 的 任意 有 限 子 类 , 则 但 入: Ui; 也 是 单位 元 素 的 一 个 领域 ,着 且 

(NE UCU, j=1,.…,n. 
我 们 有 

ACN i OD EEA OD), 
而 由 于 每 一 个 4CU) 包含 hy ， 因 而 是 非 实 的 ， 所 以 由 一 切 形 如 
LAD0) 的 集 粗 成 的 类 ,其 中 Ue N, 具有 有 限 交 的 性 质 。 由 56 的 紧 
性 可 知 , 在 : ~ 切 4C0) 的 开 包 的 交集 里 存在 一 个 点 *: 

< 门 {4CD) :UeN). 

我 们 要 庄 明 ， 4 就 是 我 们 所 求 的 容 度 。 

对 于 《 中 每 一 个 C, 显然 有 0 委 KCC) 和 CC:4 一 co。 现 在 我 们 
证明 ,具有 单调 性 ; 我 们 注意 到 , 对 于 和 中 每 一 个 固定 的 C, 由 等 
式 扣 (9 一 %CC) 俩 定 的 画 数 起 是 定义 在 亚 上 的 连 炉 画 数 , 因此 , 对 
于 任意 两 个 紧 集 C 和 DD, 和 集 

A={$:$8(C) EHD I EG 
一 个 开 集 .如果 CCD, 井 且 Ue N, 旧 和 eA, 从 而 有 A4CUD)CA。 
因为 A 是 开 集 , 所 以 he ACU)CA; 于 是 ,7 具有 单调 人 性， 

关于 /4 的 部 分 可 加 性 , 可 以 按照 完全 祖 同 的 方式 得 到 永明 ;我 
但 略 去 这 一 部 分 的 永明 ,， 转 而 衣 明 * 具 有 可 加 性 。 衣 CC 和 DD 是 满 
是 条 件 C 门 乙 =0 的 紧 集 , 则 存在 e 的 邻 域 U, 使 得 CU"'N DU-!= 
0。 如果 VeN, 赫 且 VYCZ 则 CVYnDVY-=0, 因而 (定理 工 ) 

hy (CUD) = 和 CC) 二 ip (D)。 
这 就 是 醋 , 当 VCU 时,)y 属于 于 集 
A={$:$CCUD)=$(C) 上 4CD)7)， 
因此 A(U)CA。 由 此 可 昂 ,Ae A4(U)CA, 换 一 名 话 设 ,4 具有 可 
加 性 . 
下 应 用 一 次 同样 的 论点 就 可 以 证 明 %C4)==1 (因为 对 于 NN 中 
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每 一 个 上 有 wv(4) 一 1); 这 就 级 明了 集 画 数 ) (我 们 已 就 知道 , 它 
是 一 个 容 度 ) 不 恒 等 于 零 。 最 后 , 因为 每 一 个 各 具有 左 不 变性 , 所 
以 1 具有 左 不 变性 。 | 

(1) 如 果 我 们 引进 与 群 下 相对 伪 的 稚 芭 ” 就 可 以 由 左 哈 尔 测 庭 的 存在 
性 导出 右 哈 尔 测 庆 的 窑 在 性 .按照 定义 ， 群 革 具有 与 节 相 司 的 元 素 和 拓 折 
辕 构 ;关中 两 个 元 素 + 和 y 的 乘积 ( 即 xy) 则 规定 为 不 中 ?和 x 的 乘积 ( 即 
yxX), 

(2) 哈 尔 测 度 显 然 不 是 唯一 的 , 因为 ， 如 果 凡是 一 个 哈 尔 测 庆 而 < 是 任 
演 的 正 数 , 则 cu 也 是 一 个 哈 尔 测度 . 

(3) 对 于 NN 中 每 一 个 态 设 hv 是 定理 1 中 所 定义 的 集 丽 数 ， 则 对 于 满 
足 条 件 C0 的 每 一 个 紧 集 C， 


0< le uC) . 


由 此 可 见 , 当 Coz0 时 ,CC)>0， 
(4) 下 面 是 一 个 著名 的 群 的 例子 ， 在 这 个 群 里 左 、 右 哈 尔 测 弃 有 本 质 上 

的 区 别 . 设 了 是 由 一 切 形 如 

(了 

0 1 
的 短 隘 租 成 的 集 , 其 中 0Cx<co, -oo<CyC+oo; 容易 瞪 证 ， 对 于 通常 的 炬 
陈 乘 法 , 筷 构 成 一 个 群 . 如 果 按 照明 显 的 方式 将 卫 拓 提 化 , 也 就 是 将 下 看 作 
欧 儿 里 得 平面 的 一 个 子 集 (中 平面 )， 则 天 是 一 个 局 部 紧 拓扑 群 .对 于 瑟 中 
每 一 个 波 雷 耳 集 媚 合 

PCB) 一 人 Sdxdy, v CE)=)) eaxdy 


《 式 中 对 于 个 平 画 里 的 勒 只 格 测 谋取 积分 )， 则 w 各 5 分 别 是 址 中 的 左 和 右 
哈 尔 调 庭 . 因为 KCB 二 v《E), 所 以 这 个 例子 襄 明 , 可 以 存在 可 测 集 五 , 使 
得 ACE)<oao 而 KC(E-D=00. 

《5) 设 C 和 也是 两 个 紧 集 : 如 果 KCC) 一 (DJ) 一 0， 则 是 否 一 定 有 
MACCLZDD) 一 07 

(6) 设 p 史 是 六 里 的 哈 尔 测 度 ， 则 这 为 离散 的 必要 和 和 沁 分 条 件 是 ; 至 少 
对 于 六 中 一 个 点 x;, 有 K(X) 必 0.， 
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(7) 每 一 个 局 部 紧 拓 站 群 耻 满足 31.10 中 所 述 的 条 件 ( 参 看 $57). 

(8) 设 必 里 的 哈 尔 测 度 KL 是 有 限 测 诬 , 则 天 是 紧 群 . 

(9) 设 凡 是 了 里 的 哈 尔 测 诬 , 则 下 面 四 个 条 件 是 互相 等 价 的 ，(《a) 耻 是 
0 一 紧 群 ; (b)# 是 全 o- 有 限 的 ;〈c) 任何 不 相交 的 非 空 波 雷 耳 开 集 类 是 可 列 
的 ; (d) 对 于 每 一 个 非 空 波 雷 耳 开 集 U, 存在 承 中 元 素 的 氢 列 {xx), 使 得 


羽 一 U2 raU. 


859. 可 测 和 群 


按照 定义 , 拓扑 群 就 是 一 个 群 X, 它 上 共有 满足 其 种 可 分 公理 的 
拓扑 精 构 ,并 且 将 (x,y) 变 为 3y (XXX 在 和 上 ) 的 变换 是 回 粹 
的 。 为 了 我 们 应 用 方便 起 见 ， 我 们 要 以 另外 一 个 定义 来 代替 它 。 
这 个 新 的 定义 要 求 :由 等 式 S(z,y) 一 (z，zy) 确定 的 (Xx 六 在 它 
本 身上 的 ) 变 换 5 是 一 个 同 胚 。 两 个 定义 是 等 价 的 。 事 实 上 , 如 果 
瑟 是 在 原来 的 定义 下 的 拓扑 群 , 则 SS 是 连 芒 的 ; 又 因为 S 显然 是 一 
个 一 一 变换 , 并且 S71Cz,y) 二 (zx, 2 yy)， 所 以 39- 也 是 连 芒 的 , 因而 
5S 是 一 个 同 有 是 。 反 之 , 如 果 已 知 3 是 一 个 同 胚 , 则 3S-!: 是 连 车 的 , 因 
而 由 4 随 之 以 和 x 瑟 在 王 上 的 射影 所 成 的 变换 也 是 连 矿 的 。( 在 
马 是 数 直 绕 坤 上 加 法 作为 群 的 运算 法 旭 的 场合 ， 变 换 3 的 斤 何 意 
义 很 容易 想象 : 它 和 使 平面 二 每 一 个 点 (zy) 沿 闭 重 直方 向 移动 一 个 
线段 , 这 个 线段 的 量 等 于 xz.) 

有 了 上 面 的 讨 葵 ， 再 加 上 我 们 已 名 知 道 在 每 一 个 局 部 紧 拓 扑 
群 里 有 一 个 哈 尔 测 庆 存 在 ， 我 们 现在 引进 下 述 与 拓扑 群 相 类 似 的 
测度 论 方面 的 构 念 。 设 o- 有限 测度 空间 (X,S, 4 具有 下 列 人 性质 ， 

(a) 人 不 恒 等 于 等 ， 

(b) 了 芝 是 一 个 群 ， 

(Cc) 0 呈 环 S 和 测度 4 对 于 左 转移 都 是 不 变 的 ， 

(d) 由 等 式 S(x,y) 二 (zx, zy) 依 定 的 , 全 xX 基 在 它 本 身上 的 变 
换 $ 是 保 测 星 变换 ， 
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到 称 《 及 , S, tw) 是 一 个 可 测 群 。(S 对 于 无 转移 的 不 变性 是 指 , 对 于 
取 中 每 一 个 之 以 及 S 中 每 一 个 ,XEeS; 和 通常 一 样 , 叉 x 六 的 可 
测 子 集 是 指 0- 环 SxS 中 的 集 ,》 

设 基 是 局 部 紧 群 ，S 是 芳 中 翁 体 具 尔 集 类 ，4 是 一 个 哈 尔 测 
度 。 因 为 S 是 一 个 同 有 虾 《因而 保持 具 尔 可 测 和 性), 井 且 扎 x 王 中 全 
体 具 尔 集 类 与 SxS 重合 (参看 851 定理 5), 所 以 CX,S,n) 是 一 个 
可 测 群 。 我 们 在 下 面 对 于 可 测 群 的 讨论 , 其 目的 在 于 发 明 , 只 从 测 
度 论 的 观点 来 销 究 户 部 紧 拓 扩 群 ,可 以 得 到 怎样 的 千 论 

设 卫 是 任意 可 测 空 阅 ( 符 别 是 , 若 了 是 任意 可 淹 群 ), 则 由 等 
式 R(x) = =(y, 避 傅 定 的 ， 芝 xXX 在 它 本 身上 的 一 一 变换 尺 是 保 
测 这 个 事实 ， 只 须 注 意 到 下 述 极 容 易 验 证 的 事 
实 ; 如果 是 可 测算 形 ,上 则 RCE) 和 R-TE)(=RCE)) 都 是 可 测 什 
形 。 因 为 保 调 性 变换 的 箭 积 仍 是 保 测 性 变换 ， 所 以 上 进 事 实 葵 出 
kd 和 RR 的 一 切 乘 老 的 乘 

。 除 了 变换 8 以 外 , 我 们 还 时 常 要 用 到 和 它 的 “反射 ”研一 民 19R; 
我 条 有 T(z, 3) = (yx,y). 

在 本 节 中 我 们 假定 ， 

t 和? (可 能 但 不 一 定 相等 ) 是 使 得 (人 ,SS 和 ( 司 ,S, 9) 为 可 
测 群 的 两 个 测度 , 玉 ,9 和 工 是 前 面 描述 过 的 保 淹 性 变换 。 

定理 1 设 忆 是 节 Xx 天 的 任意 子 集 , 则 对 于 六 中 任意 的 工 和 和 
2 有 


(SCE)):.=zxE 和 CT(E))? =yE?. 
慧明。 因为 下 列 等 式 成 立 ， 
Xscm Ty Y) — XECT, XYy), 
寺 且 ye (CB): 必 \ 须 而 且 只 须 Xsam (7,9) 二 1, XTy 《及 必 须 而 
生 只 须 xg (Cr 2 99) 一 1， 轩 此 即 得 定理 中 关于 3 的 娃 论 。 关 于 人 
的 千 论 可 以 按照 类 似 的 方式 证 明 .。 1 
定理 2. 变换 S 和 了 荆 痢 是 从 测度 袍 间 ( 及 x 及 ,SxS,nxs) 到 
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宅 本 身上 的 保 测 变换 。 
证 明 。 设 忆 是 xX 的 可 测 子 集 ， 则 由 窜 比 尼 定 理 和 本 节 害 
理 1， 


(wx) SCE)) = SED) arr) = rrE) dur)= 
= au(r) = (ux) (EE); 


于 是 ,S 保持 测度 不 变 。 考 虑 稚 口 (TCE))?” ,按照 类 似 的 方式 就 可 
以 得 到 定理 中 关于 了 的 结论 。 1 

定理 3 设 Q=ST'RS, 若 

(QC(AxB)),-! =rANBT', 
并 且 
yw! (Ay, 著 ?6 也， 
(Q(Ax B)) = 各 生 

证 明 。 我 们 注意 到 ,Q(z,y) 一 (zy 着 且 C = 台 。 因 为 

下 列 等 式 成 立 : 
YXacaxB(CZ-5y) 一 X4xB(Z YY 门 一 XxaCZ)XB(Y 
着 且 ye(@(C4xBD))z- 必须 而 且 只 须 和 caxm(Cz 3 一 1， 62 人 
门 五 -必须 而 且 只 须 Xxs4(y)XasGy 9 一 1， 由 此 即 得 定理 中 第 一 个 千 
论 。 又 因为 下 列 等 式 成 立 : 
XOAx DTIY XAxBCLY VY) = Xay CX NB(Y), 

提 且 xwe (QCAx 也 ))?” 必须 而 且 只 须 yocaxm(zyrD 一 1 ze4y 
和 ye B 必须 而 且 只 须 Xay(7X) Xp (0) 王 1， 由 此 即 得 定理 中 第 二 个 
尘 论 。 

定理 4.。 襄 和 4 是 及 的 可 测 子 集 [ 具 有 正 的 测度 ], 并 且 ye XX， 
上 则 Ay 是 可 测 集 [具有 正 的 测度 ]，A7! 也 是 可 测 集 [具有 正 的 调 
度 ]。 如 果 了 是 可 测 画 数 , A 是 具有 正 测 度 的 可 测 集 ， 对 于 用 中 每 
一 个 zx) 令 gCX) 一 x- 站 /uCA4AXx), 央 g 是 可 测 囊 数 。 
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证 明 。 设 B 蚌 包含 > 的 任意 可 测 集 , 则 根据 定理 3, Ay 是 可 
测 集 QCA x B) (其 中 Q=STRS) 的 一 个 截 品 ,因此 Ay 是 可 测 集 。 
要 永明 定理 的 共 余 部 分 ,我 们 利用 下 述 事 实 : QO 是 (XxX, SxS， 
上 Xx 愉 在 它 本 身上 的 保 测 变 换 。 于 是 ,车 4(C4)>>0,， 则 根据 定 到 8， 
有 


0 一 CC4))2=CxtDCOC4x4)) 一 fen4-Ddeka， 


因而 对 于 并 的 至 少 一 个 值 ，z-14m A-!' 是 一 个 具有 正 测度 的 可 测 
集 。 换 一 句 话 屋 , 我 们 已 经 证 明 ， 如 果 4 是 具有 正 测度 的 可 测 集 ， 
则 必 存 在 具有 正 测度 的 可 测 集 B 使 得 BCA-',( 由 此 可 齿 ,特别 是 ， 
如 果 我 们 能 够 证 明 4-! 是 可 测 集 ， 就 立 列 可 以 得 到 4CA-') 之 0.) 
因为 当 BC4-: 时 有 :BCyL4-， 此 外 ,等 式 L(y-'B) 二 4(B) 成 
立 , 所 以 再 应 用 一 次 刚才 得 到 的 千 果 就 可 以 误 明 ,必定 存在 具有 正 
测度 的 可 测 集 C 使 得 CCGOr:B)-CCy4-D-=4y。 这 就 证 明 
了 定理 中 关于 Ay 的 至 部 精 葵 。 现 在 证 明 4-: 的 可 测 性 。 我 们 注 
意 到 , 如果 4(4) 之 0, 则 根据 定理 3 和 刚才 得 到 的 精 果 ,我们 有 
{yuCQCA x 4))>) >0=A-, 

这 就 征明 了 当 pC4) 之 0 时 4-' 是 可 测 的 ;如 果 CA) 一 0, 我 们 可 以 
选取 一 个 具有 正 测度 并 和 且 与 4 不 相交 的 可 测 集 B， 然 后 出 等 式 
A-!=(4UB)-' 一 B-' 导出 A! 的 可 测 性 . 

由 上 面 得 出 的 精 果 可 知 ， 如 果 / 是 可 测 函 数 ， 井 且 六 (zx) = 
f(z-), 则 也 是 可 测 钞 数 .。 认 4 和 B 是 可 测 集 ,用 (y)= 
uC((QCA xB))?), 霸 且 有 Cy) 一 hy-')， 草 函数 有 和 亡者 是 可 测 
的 ， 根据 定理 3 就 有 

fi) = Ay) BC). 
换 一 名 新 襄 , 我 们 已 猎 新 明 , 如 果 h(y) 二 L(A4y), 上 画 数 及 在 每 一 
个 可 测 集 上 是 可 测 的 , 因而 五 也 具有 同样 的 性 次 。 | 
定理 5， 设 么 和 上 B 是 具有 正 测度 的 可 测 集 ,上 则 存在 具有 正 测 
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度 的 可 测 集 Ct 和 C2 以 及 元 素 rt Yi za 和 ?2 使 得 
ZICIC4， yiCCB, C2zoC 一 44， C2y2 CB. 
证 明 。 如 果 &4CB) >0, 旭 &B 7) 之 0, 因而 
(ux CAB DD=uCAN BB) >0. 

由 定理 3 可 知 , 对 于 六 中 每 一 个 zx, 集 +™'4 人 站 1B 古 可 测 的 ,而 对 于 
到 中 至 少 一 个 XI， 这 个 集 具 有 正 的 测度 。 识 如 i 能 使 (rrmANmB) 
之 0, 振 设 由 一 e 旧 车 全 =z7'A 站 mB, 就 有 Xi1C1C4 以 及 yiCiC 
B. 

对 集 4~! 和 B"! 应 用 这 个 糙 果 ， 我 们 可 以 找到 集 Co 和 点 zo， 
Yo; 使 得 zoCoC4- 和 CoCB-3 然后 我 们 可 以 合 C2 一 C5!，T2 二 
zy2 一 3。 

定理 6 设 和 4 和 B 是 可 测 集 , 并 设 玉 7X) 一 u(x™AN 闪 mB), 则 了 
是 可 测 画 数 , 并 且 

[fan=n ucB). 


如 果 glz) 一 LC(TAAB), 并 且 SCUC4) 二 ULCB)， 则 集 {(Z:gECZ)< 8 
是 可 测 的 。 
定理 的 前 个 部 有 时 称 为 平均 定理 ， 
证 明 。 定 理 的 前 什 部 可 以 由 下 述 命 题 导出 ,如果 Q=ST'RS， 
则 QQ 是 (了 XxX,SxS,4xw) 在 它 本 身上 的 一 个 保 测 变换 ,并 下. 
fT)=u (QA xBD)).). 


如 果 扩 z) 二 fCx-), 划 了 是 可 测 贡 数 。 利用 这 个 糙 果 以 及 下 列 等 
式 ， 

{zig (7) LE ={r:f (0)>F eA) tuB) 8)), 
就 得 到 定 还 后 中 部 的 糙 葵 。 1 


(1) 两 个 可 测 群 的 笛 卡 儿 乘 积 是 不 是 可 测 群 ? 
(2) 设 卫 是 一 个 紧 群 ， 它 的 势 大 于 连 炳 靳 的 势 ， 凡是 下 上 的 哈 尔 测度， 
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划 CX, S, MA 不 是 可 测 群 (提示 : 令 万 = 一 人 (xz 力 :YX 一 欠 一 SC 有 x{ej)。 候 定 
D eSxS， 则 在 在 短 形 的 可 列 类 R 使 得 DeS(R). 设 E 是 由 R 中 短 形 的 
边 租 成 的 [可 列 ] 类 . 因为 De SC(E) xS (E), 所 以 也 芍 每 一 个 截 口 属于 
S(E). 但 根据 5.9c，S(E) 的 势 不 大 于 连 炉 攻 的 势 , 这 与 关于 匡 的 势 的 假 识 
条 件 相 矛盾.) 
(3) 设 上 是 局 部 紧 群 了 上 的 哈 尔 测 度 ，EE 是 任意 由 尔 集 , x* 是 六 中 任 
意 的 元 素 ; 如 果 下 列 四 个 数 
LE LXE), LCEx) An(E-D 
中 任意 一 个 为 等 , 则 其 余 三 个 也 都 为 等 . 
(4) 设 (X，5S, 4) 是 可 测 群 , 其 中 凡是 全 有 限 沿 庭 ; 如 果 4 是 可 测 集 ,并 
且 对 于 六 中 每 一 个 “及 (* 抽 一 4)=0, 则 或 是 LCA4) 二 0, 或 是 CX 一 A) 
一 0.( 提 示 : 对 4 和 及 一 4 应 用 平均 定理 .) 即 使 不 假 订 为 有 限 ; 这 个 精 果 
也 成 了 并 ; 用 各 仿 历 靶 论 的 话 求 说 , 就 是 ; 如 果 将 可 测 群 看 作 在 其 本 身 .上 的 保 测 
变换 群 , 则 这 个 群 具 有 论 量 推移 性 . 
(5) 设 上 是 紧 群 耻 上 的 哈 尔 测 庆 ) 则 对 于 每 一 个 具 尔 集 巨 和 下 中 每 一 
个 Xx， 
LE)=n(XE)=N(EX)=M(E-). 


560。 哈 尔 测度 的 只 一 性 


本 节 的 目的 是 亚 证 明 ， 一 个 可 测 群 里 的 哈 尔 测度 本 质 上 是 唯 
一 的 . 

定理 1]， 设 4 和 vw” 是 使 得 (X,S,4) 和 (XX,S,») 为 可 测 群 的 十 
个 钢 度 , 正 是 3 中 的 集 ， 并 且 0< (五 )<oco， 虽 对 于 定义 在 天 上 的 
每 一 个 非 抽 可 测 函 数 户 


J ra acD= ME) 人生 ?ar)。 


在 后 面 关 于 唯一 性 的 妖 明 里 ， 我 们 需要 引用 的 力 是 这 个 定理 
的 质 的 方面 ; 每 一 个 上 积分 可 以 表 为 业 积 分 的 形状 ， 
证 明 。 兮 ED = 二 f(y )/YCBy), 由 .上 节 的 精 果 可 知 , 如 果 了 是 
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非 负 可 测 画 数 , 则 8 也 是 非 负 可 测 画 数 。 和 前 面 一 样 , 今 

S(x,yY) = (x, Ty), Tz, Y) = (yr, Y), 
央 在 测度 空间 (Xx 及 ,SxS,xu x?) 里 3 和 了 都 是 保 测 变换 ,因而 
S” 荆 也 是 保 测 变换 。 因 为 ST(z,y) 二 (yx, X71), 所 以 根据 富 比 
尼 定 理 有 


LCE) fg)dr 5) = ecoancn fa) dv) = 
=/ra( eax) Cz,y) = 
/ACS AVL 
= /gc Er dz). 


但 g(x DCEz 二 放 z), 定理 于 是 证 明 完 四 上 

定理 2。 训 上 和 vr 是 使 得 (XX,S,K) 和 (X,S,”) 为 可 测 群 的 十 
个 调度 ;如 是 S 中 的 集 , 并 且 0<wv(EE)< 过 0o0, 区 对 于 S 中 每 一 个 五 

LCE = (Eu DD., 

我 们 指出 , 这 个 车 果 事 实 上 就 是 唯一 性 定 运 。 定 还 断言 :对 于 
S 中 每 一 个 杞 LK( 玉 )=cr?(F), 其 中 c==u《E)/v(E) 是 一 个 非 负 的 
有 限 常 数 ; 换 一 句 话 群 ,4 和 ?的 区 别 只 在 一 个 常数 因子 。 

让 明 。 设 /是 了 了 的 特征 画 数 。 因 为 特别 是 当 测 度 & 和 ?相等 
时 定理 1 也 成 下, 所 以 我 们 有 


ff wav) =r(E) [> 人 ?dy). 


两 端 乘 以 (已 并 应 用 定理 1 我 们 得 到 
HE) fen)dr x) =r(E) JraDancD。 1 


定理 3。 襄 人 和 ?是 局 部 紧 抵 扑 群 己 上 的 正则 叭 尔 测度 ， 则 
存在 正 的 有 了 县 常数 o 使 得 对 于 每 一 一 个 波 雷 耳 集 FE,u(E)=er(E), 
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证 明 . 如 果 So 是 互 中 至 体内 尔 集 类 , 则 (X, So 0 和 (人 So, 攻 ) 
都 是 可 测 群 ， 因 而 根据 定理 3, 对 于 每 一 个 风 尔 集 思 WC(E)= 
cv (EZ)， 其 中 c 是 一 个 非 负 的 有 限 常 数 ; 选任 意 有 界 具 尔 开 和 集 作 为 
已 , 我 们 得 到 c >0。 如果 任意 两 个 正则 波 雷 卫 测 度 ( 例 如 4& 和? ) 在 
一 切 具 尔 集 上 相等 ， 则 它们 在 一 切 小 雷 耳 集 上 也 相等 ( 参 着 852 
定理 8)。 1 

(1) 一 切 非 零 实数 科 法 群 中 的 哈 尔 测 度 对 于 勒 只 格 测度 是 稳 对 连续 的 ; 
它 的 拉 东 -尼古丁 导数 是 荐 么 ? . 

(2) 丽 A 和 7 分别 是 局 部 紧 群 和 和 了 由 的 哈 尔 测 庆 ,和 是 瑟 x 工 中 的 
哈 尔 测度 ， 则 在 元 x 了 了 中 至 体 具 尔 集 类 上 和 是 凡 xz 与 一 个 常数 因子 的 乘 
积 . 

(3) 在 59.4 中 建立 起来 的 庆 量 挂 移 性 可 以 用 来 证 明 具 有 有 限 测 放 的 可 
测 群 中 哈 尔 测 府 的 唯一 性 定理 .首先 设 和 v 都 是 左 不 变 的 测 府 ;并且 
vk 于是, 存在 非 负 可 积 酌 数 万 使 得 对 于 每 一 个 可 测 集 五 ， 


vBE)=), 天 2Cu(z。 
由 此 有 
vB)=\ fdpx) = f(y) dd), 


又 因 v 是 左 不 变 的 ,所 以 Ax) 二 f(y1X)[LHI1。 例 和 :二 {x:fCY) < 科 , 则 
HCV 一 AN) 一 KGX: 所 2) 区 有 一 人 5: 所 人 所 从 ) 一 小 

因此 , 对 于 每 一 个 实数 为 或 是 内 (CNVD) 一 0， 或 是 L(N1) 一 0， 这 就 襄 明 了 , f 
儿 秘 处 处 等 于 一 个 常数 [jj, 因而 > 一 cw。 在 一 般 的 场合 ， 就 是 不 假定 > 和 HA 
的 努 合 ， 我 们 以 A 十 z 来 代 蔡 上 ，、 正 如 同 在 59.4 中 一 样 ， .上面 的 论点 也 可 以 
应 用 到 测 庆 不 一 定 为 有 限 的 弩 合 . 

(4) 县 ( SA) 是 可 测 群 , 蕊 和 也 是 可 测 集 ， 划 存在 六 中 元 素 的 两 个 
航 列 {于 sw} 和 { yz} 以 及 可 测 集 的 钱 列 { Aw》， 使 得 (a){xnAx} 和 和 {Jn} 分 别 
是 已 和 的 不 相交 子 集 的 斤 列 , (b) 可 济 集 


Eo=E— UP ixnAdn 大 五 0 一 下 一 U% #4=1 Yn 
二 考 中 至 少 有 一 个 的 测度 为 等 . (提示 ;如果 包 或 的 测 诬 为 老 , 命题 显然 
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成 二 如 果 五 和 已 的 江 度 部 是 正 的 , 应 用 $59 定理 5, 选取 X41 站 和 和 Al, 使 
得 (AD>0, xcE，yUdic 已 如果 已 一 Xi41 或 下 一 J141 的 测度 为 
震 , 则 命题 成 3 如 果 二 者 的 测度 部 是 正 的 ， 则 又 可 应 用 $59 定理 5。 利 用 可 
列 或 超 限 归 和 法 可 以 完成 合 题 的 证 明 ,) 

因为 这 个 结 昌 对 于 一 切 堪 不 变 测 庶 都 成 立 , 所 以 利用 它 双 可 以 葵 出 唯 
一 性 定理 的 另外 一 个 诈 明 。 毅 凡 和 > 都 是 左 不 变 测 庶 ; 考虑 下 列 对 应 关 乐 : 
对 于 每 一 个 可 测 集 玖 ; 以 凡 ( 巨 ) 与 v(E) 相 对 应 . 可 以 证 明 , 这 个 对 应 关 条 是 
纪 的 一 切 值 的 集 与 v 的 一 切 全 的 集 之 间 的 一 个 一 一 对 应 关 承 ,并 日 是 优 岐 义 
地 确定 的 .对 于 这 个 对 应 关 和 加 以 更 群 尽 但 并 不 特 电 困难 的 考察 , 就 可 以 得 
到 唯一 性 定理 . 

(5) 设 是 局 部 紧 群 基 上 的 正则 哈 尔 测度 对 于 叉 中 任意 的 %， 由 等 
式 HUx( 五 ) 一 4LCEY) 确定 的 集 栈 数 wo 其 中 玖 是 波 志 耳 集 ， 也 是 一 个 正则 哈 
尔 测 论 。 由 唯一 性 定理 可 知 , LCEXx) 二 ACx)KCE), 其 中 0<ACx)<<00. 

(5a) A(xy)=A(CX)ACy); ACe)=1. 

(5b) 如 果 < 属于 和 群 瑟 的 中 心 , 则 A(x) 一 I. 

(5c) 如 果 X 是 一 个 交换 子 , 或 者 , 更 一 般 地 , 如果 属于 由 关中 双 体 交 
换 子 组 成 的 子 群 , 则 A(z) 一 1. 

(5d) 两 数 A 是 回炉 的 . (提示 : 令 .C 为 具有 正 测度 的 紧 集 , s 是 任意 正 
数 . 因为 测度 凡是 正则 的 , 所 以 存在 有 界 开 集 U, 合 得 CcU 并 ECU) 过 
(BKCC). 设 了 下 是 8 的 邻 域 ， 使 得 了 = T 一 并 且 CFcEI 如 果 #%e 全 
则 有 


ACIAMCC) = CHI EMD EI +LC) 
和 


uC) 1 
KG MCA I ERD E+ OC), 


1 
-一 一 < 一 
TE A(X)<1+e.) 


《5e) 我 们 得 到 紧 群 也 上 的 左 不 变 测度 和 右 不 变 测 认 相等 的 另 一 个 证 
有 明 ; 因为 , 由 (5a) 和 (59) 中 的 业 果 可 知 , A(X) 是 正 实 数 乘法 群 的 一 个 紧 子 
群 . 
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(5) 对 于 每 一 个 波 雷 耳 集 已 


ACE 一 人 人 


巨人 A(Cx) 
(提示 :根据 右 不 变 测度 的 唯一 性 定理 , 有 
CBE-D 一 c 


dnp(lx). 


1 
EA(x) 


其 中 是 某 个 正 的 有 限 常 数 ， 因此 , 对 于 每 一 个 可 积 醒 煌 太 


Mf (Dancx) 一 of 太 d(x). 


将 天 4) 换 为 用) 全 gx) 一/ 二 D1AC), 对 8 应 用 上 面 的 等 式 ,就 有 
Fedadpcr) = (rdar(s).) 


a (ex), 


(5g) 如 果 ZT(%) 是 与 A(x) 相 类 侯 的 数 .7 由 等 式 (xE)==7T(x)v(E) 


确定 , 其 中 v 是 右 不 变 测度 ， 则 T(x) = 

(6) 设 局 部 紧 群 六 .上 不 恒 等 于 零 的 身 汞 测 庚 v 具有 下 述 性 质 ， 对 于 三 
中 每 一 个 固定 的 x, 由 等 式 v(E) 一 >(x 思 确定 的 测度 六 是 w 与 一 个 非 零 党 
数 因子 的 乘积 ; 我 们 称 v 是 一 个 相对 不 变 测 诬 . 测度 > 为 相对 不 变 测度 的 必 
要 和 充分 条 件 是 


»(E)=\:$ 0) dn»y), 


其 中 几 是 哈 尔 测 庆 , 中 是 总 在 正 实数 乘法 群 中 的 一 个 辐 态 . 《提示 ， 如 果 吃 
是 非 负 的 ; 连续 的 , (xy) 二 (x)$(y), 并 且 


v(E)=) 42)au(?)， 


vxE) = $d) = $an(y)— 


=)s $BD A =$E). 


反之 ;如果 v(xE) 二 Cx)v(E), 则 ( 浴 看 (5)) (xy) 二 四 (xX) 由 (77)， 并且 中 
是 连 粮 的 . 于 是 ， 积分 
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KE)=) $y Dadv(y) 


存在 , 根据 唯一 性 定理 就 有 尺 一 凡 .) 

(7) 设 以 是 定义 在 局 部 紧 群 卫 中公 体 其 尔 集 类 Se 上 的 o-- 有 限 左 不 变 
测 诬 , 则 太 是 哈 尔 测 度 (在 具 尔 集 上 ) 与 一 个 常数 因子 的 乘积 ; 由 此 可 知 , 特 
别 是 , 风 在 紧 集 上 为 有 限 。 (提示 : 如 果 凡 不便 等 于 震 ， 则 (2 So, 1) 是 一 个 
可 测 群 。) 


第 二 二 音 
群 里 的 测度 和 拓扑 


$61.。 以 测度 表 拓 提 


在 下 一 章 里 我 们 已 经 证 明 ， 在 每 一 个 局 部 紧 群 里 可 以 定 出 一 
个 左 不 变 的 具 尔 测度 (或 左 不 变 的 正 旧 波 雷 征 测 度 ), 并 且 这 个 测 
度 在 实 贤 上 是 唯一 的 。 在 这 一 章 里 我 们 要 揭露 ,对 于 这 种 群 来 裔 ， 
它 的 测度 花 和 拓扑 方面 的 性 质 之 间 有 着 极其 密切 的 关系 。 特 别 
是 ,在 这 一 节 里 我 们 要 建 并 一 些 定理 ,这 类 定理 不 但 告诉 我 们 测度 
可 以 由 拓扑 来 确定 ， 而 且 在 相反 的 方面 也 发 明了 拓扑 方面 的 一 切 
构 念 都 可 以 用 测度 论 的 术语 来 描述 。 在 本 节 中 我 们 假定 ; 

了 是 局 部 紧 拓 提 群 ,4 是 了 上 的 正则 哈 尔 测 度 , 圭 且 P(E, 下) 
二 4CEAF), 其 中 训 和 下 是 任意 的 波 雷 耳 集 . 

定理 ]、 说 巨 是 测度 为 有 限 的 波 雷 耳 集 ,对 于 苹 中 每 一 个 了 
令 玉 z) 一 p(XE, EE), 基 f 是 连续 入 数 . 

证 明 ,. 设 之 0; 因 为 u 是 正则 的 ， 所 以 存在 紧 集 C 使 得 P(E, C) 
< ;共存 在 包含 C 的 小 雷 耳 开 集 U0 使 得 p(D， Oe. 设 V 蚌 e 的 
邻 域 , 满足 条 件 V=V 7! 和 VCCU. 如 果 y'zeV, 则 zy€V， 
因而 

POXC, yC) =uCrC—yC) +t uyC—zC) 一 
=k(yT ZC 一 C) tur yC—C)E 


Sau VC—C) E22uU—C) <。 
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于 是 


|eCxE, E) —p(lyE, FE)|< 
prE, yE) prE, xC) tpCrC, yC) +pyC,yE)<E, 1 
由 定理 1 可 知 ， 对 于 每 一 个 测度 为 有 限 的 波 雷 征集 以 及 每 
一 个 正 数 se， {z:p(CzE, 已 )<2)》 是 开 集 。 下 面 的 定理 发明 ， 存 在 充 
分 多 的 这 类 开 集 。 
定理 2. 座 口 是 e 的 任意 仿 域 ， 别 存在 具有 正 的 有 限 测 度 的 
具 尔 集 五 以 及 正 数 8， 使 得 
{zplrE, E)<E}CU,. 
证 明 。 设 了 是 e 的 邻 域 , 满足 条 件 VV-'CU, 并 设 忆 是 具有 
正 的 有 限 测 度 的 具 尔 集 , 满足 条 件 ECV。 如 果 0<E<24(E), 旧 
{2z:p(zE EEC{rrEN EFA0}= EE CVV-CU. | 
由 定理 1 和 定理 2 可知， 由 一 切 形 如 {x: p(xE, 世 )<8) 的 集 
钥 成 的 类 是 一 个 在 e 处 的 基 ; 因此 , 要 用 测度 论 的 术语 来 瓜 述 拓 挤 
方面 的 一 切 竹 念 ， 的 确 是 可 能 的 。 作 为 这 种 描述 的 一 个 娠 尽 的 例 
子 , 我 们 现在 对 有 界 隆 痊 忆 测度 葵 的 表述 。 
定理 3. 集 妇 为 有 界 的 必要 和 充分 条 件 是 : 存在 具有 正 的 有 
限 测 度 的 具 尔 集 五 以 及 满足 条 件 0E<23u(E) 的 数 5， 使 得 
AC{zxz:pCrE, E)<E}. 
证 明 。 为 了 豚 明 条 件 的 充分 性 ， 我 们 要 意 明 ， 如 果 天 是 具有 
正 的 有 限 测度 的 具 尔 集 , 并 卫 0 二 2 过 2u(E), 则 集 {Xp(XE,E) 志 
6) 是 有 界 的 。 敲 5 是 一 个 正 数 ， 满 足 条 件 49<2uCE) 一 6, 尘 设 C 
是 五 的 紧 子 集 , 满足 条 件 4(E) 一 6<UGC)。 于 是 
p(zCC)< 委 p(zC EY 4 prE, E)+ 
+pCE,C)<20+p(rE, E), 
因而 
{ripluE, EEC{r:p(zC, CSE+20)., 
因为 8+20<24(C), 所 以 有 
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{zip(rE, EE}T{riu(rCNC)FA0ECCT, 
更 在 证 明和 条件 的 必要 性 。 设 C 是 紧 集 ,满足 条 件 ACc, 涯 
识 DD 是 测度 为 正 的 紧 集 。 选择 有 具有 正 的 有 限 测 度 的 具 尔 集 忆 使 
EDCTIDUD。， 因为 DCE, 而 当 zeC 时 有 DCzC-DCzE， 所 
下, 当 ZEC 时 ,， DCzENE. 于 是 
ACCC{r: DCXrENE}C{zr:ip(rE, E)<E), 
其 中 £=2(4(E) 一 4CDI7)。 1 
代 ) 如 果 将 P(xE,E) 换 为 p(xENEF), 其 中 玉 各 玉 是 具有 正 的 有 限 
测度 的 具 尔 集 , 则 与 定理 1,2 和 3 相 类 似 的 定理 都 成 立 ， 
《2) 设 互 是 一 个 固定 的 测 庆 为 有 限 的 波 雷 耳 集 , 倒 f(x) 二 +E， 则 了 是 
从 苇 到 由 一 切 测 诬 为 有 限 的 可 测 集 租 成 的 庞 量 空间 中 的 连 秆 醒 数 . 
(3) 设 歼 是 测度 为 正 的 任意 波 雷 耳 集 ， 则 存在 e 的 邻 域 U0, 使 得 UC 
EE-l. 
《4 六 为 可 分 空间 的 必要 和 各 充分 条 件 是 ;由 一 切 测 度 为 有 限 的 可 测 集 组 
成 的 府 量 空间 是 可 分 的 . 
(5) 设 世 是 任意 有 界 波 备 耳 集 ， 对 于 瑟 中 每 一 个 x 以 及 e 的 每 一 个 有 
界 邻 域 Z， 兮 


ENU. 
fu(w = 


则 当 Ue 时 万平 均 收 竹 ( 因 而 依 测 庭 收 禾 ) 到 Xg， 换 一 名 话 襄 ， 对 于 每 一 
个 正 数 2 存在 6 的 有 界 邻 域 VV 使 当 UV 有 


Nfo—xelar<e. 
这 个 缚 时 可 以 叫做 拓扑 群 的 稠密 性 定理 (提示 : 设 洲 是 。 的 分 域 ,满足 下 
列 条 件 : 当 ?e 玉 时 P(yE,EE) < 本 ， 如果 DC 而 下 是 任 意 波 雷 耳 集 , 则 


> Vo ly X(t) du(x)du(D) 


5 
> 由 Ga 


Eri (vam ad |= 


y 元 wl nD 


= 人 .coco 一 ae)au(9 | 
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吕 


加 凤 _ HA) MA 


参看 60.5.] 首先 对 


FPF={t:fu(x) —XE(X) >0} 
然后 对 
F={X:fu(x)—XE(x) <O0} 
应 用 这 个 精 果 , 就 得 双 命 题 的 精 论 .) 
(6) 设 > 是 定义 在 互 中 全体 具 尔 集 类 上 的 任意 有 限 广义 测度 , 则 ( 穴 看 
17.3) 存 在 具 尔 集 Vv, 使 得 对 于 每 一 个 中 尔 集 EE， 有 v(E) 二 vCENN). 如 
果 入 和 和 v 是 两 个 这 样 的 广义 测度, 对 于 每 一 个 具 尔 集 EE, 倒 


Oe) (BE) = x Em A Xr) (9), 


我 们 称 )*z 为 入 和 > 的 精 合 ， 如果) 和 > 分 别 是 可 积 面 数 了 和 g 的 不 定 积 
分 (对 于 哈 尔 测 庆 上), 则 和 sp 是 陋 数 有 的 不 定 积分 , 其 中 
h(y)= \ fCX) EX YAM(X) 。 
(7) 设 和 和 vv 是 有 限 广义 测度 (人 参看 (6)), 则 
Ger) CE) = vB 


如 果 群 基 是 阿 倍 尔 群 ,有 和 ez 一 ze， 
(3) 嗣 天 是 局 部 紧 ， or 紧 的 阿 售 尔 群 , 和 和 z 是 定义 在 天 中 全 体 具 尔 
集 类 上 的 有 限 测度 划 


NACxE)dy(x) =) v(xE-) ds). 
(提示 :如 果 v(E) 二 p(B 一 ), 和 (E) 二 和 (ED); 则 

(ACB)ady(x) =) hx-1E)d7(%), 

VvCxE-DaX) =)0C2 Bd), 


由 关系 式 ez 一 ZeX 即 得 命题 的 灶 渝 .) 
(9) 设 f 和 上 &8 是 定义 在 数 直 米 上 的 两 个 有 界 连 镇 单调 苞 数 ， 则 ( 戎 看 
25.4) 
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Vfag+ \ gdf=f(5)g(B) —f(a) g(a), 
即 ， 通 常 分 部 积分 的 等 式 成 立 . 《提示 : 设 入 和 vw 分 别 是 由 了 和 8 引出 的 测 
广 , 对 入 和 vv 应 用 (8)， 其 中 全 已 =-(x: 一 co<x<0}.) 


862. 魏 尔 拓 提 


我 们 已 经 看 到 ， 旭 果 把 局 部 紧 群 里 的 可 测 性 了 解 为 按照 具 尔 
意义 的 可 测 性 , 则 每 一 个 局 部 紧 群 是 一 个 可 测 群 ; 此 外 ， 局 部 紧 群 
的 拓扑 由 它 的 测度 沦 烙 构 叭 一 地 确定 。 在 本 节 里 我 们 要 考虑 反面 
的 问题 , 能 不 能 在 可 测 群 里 引进 一 种 自然 的 拓扑 糙 构 , 使 它 成 为 一 
个 局 部 紧 拓 扑 群 9 我 们 将 要 看 到 , 对 于 这 个 问题 的 回答 , 在 实质 上 
是 肯定 的 ;以 下 我 们 进入 粕 节 的 精确 描述 。 

在 本 节 中 ,我 们 假定 所 考虑 的 是 一 个 问 定 的 可 测 群 (X, S, 1); 
和 通常 一 样 , 我 们 售 PCE, 玉 ) 一 x( EAF), 其 中 和 下 是 任意 的 可 
测 集 。 履 记号 A 表示 由 一 切 形 如 EE-! 的 集 组 成 的 类 ， 其 中 五 是 
具有 正 的 有 限 测度 的 可 测 集 ;以 记号 N 表 示 由 一 切 形 好 {z; 
PCxzE; 五 )< 引 的 集 租 成 的 类 ， 其 中 瑟 是 具有 正 的 有 限 测 度 的 可 
测 集 、E 是 满足 条 件 0 和 sc<24( 巨 ) 的 实数 。 

定理 1。 如 果 和 N= 人 Xx:p(zE, 忆 ) 过 Ee}e N, 则 每 一 个 具有 正 测 
度 的 可 测 集 太 包含 具有 正 的 有 限 测 度 的 可 测 子 集 G, 使 得 GG™ 
CN. 

证 明 。 只 须 塘 虚 下 具有 有 限 测 度 的 情形 ， 如果 T(x, = 
(yz;y), 上 则 TCExF) 是 和 x 六 中 具有 有 限 测度 的 可 浏 集 ; 因此 ， 
在 立 xX 中 存在 集 有 4, 使 得 4 是 有 限 多 个 可 测 什 形 的 俐 集 , 江 卫 


THF) PTE x F), A)= 
=/f re —xaCe 1 dr) duly) > 


=, »/ [xg (72) at, 9) [du Cz) duly), 
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C= > :/ Xe(y 7T) 一 xz ») Ian 号， 


央 wCFn C) < 部 8CF)， 因 而 
HF—C)> nF)>0. 
如 果 ye 下 一 C, 划 
pyE, A?) = lx) alr, 1dulz) < 
因为 4 是 有 限 多 个 可 测 纺 形 的 伐 集 ， 所 以 形 如 A? 的 集中 只 有 有 


限 多 个 是 祖 异 的 ; 我 们 以 4 4 来 表示 它们 。 于 是 , 我 们 所 得 
到 的 苦果 可 以 用 下 面 的 关系 式 来 玫 示 : 


F-CcU2j:eoz 4D< 引 | 


由 于 万 <KCE) 一 K(yE), 因此 ,根据 859 定理 6， 
jpGB AD<E), iil 


都 是 可 测 集 :又 因为 LC 下 一 C) 二 0, 所 以 上 面 这 些 集中 至 少 有 一 个 
与 了 一 C 交 于 一 个 测度 为 正 的 集 。 合 


Co= (F—C) NN |y:pyE, A)<31 


我 们 选 定 z 的 一 个 值 使 得 uCGo) >0。 显然 ,Co 是 具有 正 的 有 限 测 
度 的 可 测 集 ,并 且 GoCH.。 如 果 weGr y2€ Gy'， 其 
plyiyr E, E)=pCy7 bE, yr E)SE 
p(y7 EL, A +PpOTE, A) <é, 
因而 G7'GoCN.。 换 一 名 话 设 , 我 们 已 经 证 明了 ,存在 集 Go, 它 具 
有 定理 的 类 葵 中 所 述 除去 关系 式 GG7T'CN 以 外 的 到 部 性 换 ; 而 与 
这 个 关系 式 相 对 应 , 我 们 有 G7'GoCN,。 如 果 现 在 对 扩 "! 应 用 这 个 
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和 结果 , 我 们 得 到 一 的 一 个 子 集 , 记 为 C 3 于 是 , 集 C 具有 定理 
鞋 蓓 中 所 述 的 至 部 性质 。 

定理 工 断 刘 ， 特 别 是 ，N 中 每 一 个 集 包含 A 中 基 个 集 。 正 面 
是 反方 向 的 定理 。 

定理 2， 如 果 A 一 EE™'eA, 0<E<2u(E), 并 且 

N={zx:p(zE, E)<E), 

则 有 NeN 和 NCA. 

证 明 。 显然 , Ne N; 要 证 明 NWC4， 只 须 注 意 到 关系 式 NC 
{XxENEFZO0}—EE™'. | 

定理 5. 如果 和 N= 一 {Xx:p(zXE,E)<E}eN, 则 六 是 测度 为 正 的 
可 调集 。 如 果 HE D<oo， 则 ACND)<co。 

让 明 。 因 为 


N=}z:n(zENE) >u(E)— 


由 §59 定理 6 即 得 六 的 可 测 性 。 要 谣 明 4LCV)>0, 我 们 应 用 定 
理 1 . 设 G 是 具有 正 的 测度 并 满足 条 件 CC CN 的 可 测 集 , 划 特 
别 是 对 于 C 中 任意 的 y, 有 cy CN。 定 理 的 最 后 一 部 分 可 由 关 
条 式 


(C8) -ES )e < neENE) dD < 


</fuczEN EduCx) =u(E)uE-D) 


导出 。 卜 

定理 4. 设 和 4 和 BB 是 A 中 任意 的 南 个 集 ， 央 在 A 中 存在 集 
C, 使 得 CCANB. 

证 毅 。 设 入 是 具有 正 的 有 限 测 度 的 可 测 集 ,使 得 4A 二 EE 
和 BB 一 了 HF。 根据 站 9 定理 5， 存 在 具有 正 的 有 限 测度 的 可 测 集 
C, 卉 存在 区 中 的 元 素 xz 和 yy, 使 得 
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GzCE 和 GyEK. 
如 果 C 一 GG"m!, 上 则 CeA, 霸 卫 
C=(G7X) Gz)“ICA, C=(Gy)(Gy) CB, | 

在 引进 前 面 担 到 的 天 中 的 拓扑 以 前 , 我 们 还 需要 定义 一 个 概 
念 。 我 们 记得 ， 我 们 的 可 测 群 的 定义 是 通过 拓扑 群 的 连 种 性 而 引 
进 的 ， 在 定义 里 娩 达 也 没有 提 到 可 分 公理 ; 而 可 分 公理 在 拓扑 群 
的 定义 里 是 一 个 主要 的 构成 部 分 。 拓 扑 群 里 可 分 公理 的 一 种 表达 
方式 如 下 :对 于 群 中 异 于 e 的 任意 元 素 *， 存 在 e 的 邻 域 口 使 得 
zeU。 根据 以 上 的 考 虎 以 及 861 定理 1 和 232， 我 们 葵 出 下 面 的 定 
多: 好 果 对 于 可 测 群 了 中 异 于 e 的 任意 元 素 X, 存在 具有 正 的 有 限 
测度 的 可 测 集 ,使 得 pCxE, 巨 ) >0， 则 称 己 具 有 可 分 性 。 

定理 5。 费 忆 具有 可 分 性 ， 如 果 取 类 N 作为 在 e 处 的 基 ， 则 
对 于 如 此 定 出 的 拓扑 而 言 , 了 是 一 个 拓扑 群 . 

我 们 称 可 测 群 入 的 这 个 拓扑 糙 构 为 魏 尔 拓扑 。 

证 明 。 我 们 将 证 明 , N 满 是 80 中 所 述 的 条 件 (a)，(b)，(c)， 
(d) 和 (e) . 

识 Xot 了 X, Xo 了 关 e， 并 设 忆 是 具有 正 的 有 限 测度 的 可 测 集 ,使 得 
P(xoE, ) >0。 如 果 8 是 满足 条 件 0 二 Ep CroB,， EE) 的 正 数 ， 则 
5<24( 有 )。 由 此 可 见 ， 车 命 N 一 {x:p(zxB,E)<E), 则 MeN, 寺 
且 显 然 有 zoe'N, 

如 果 NeN, MeN, 惠 由 定 奸 1 可知 ,在 A 中 存在 集 4 和 8B， 
使 得 4CN 和 BCM. 由 定理 4 可 知 , 在 A 中 存在 集 C,， 使 得 CC 
4 站 DB; 应 用 定理 2， 我 们 得 到 N 中 的 集 天 ， 满 足 关 系 式 

KCCCANBCNNMNM, 

如 果 轨 一 {z:p(xE, 玉 )<6), 我 们 合 M={z:p(xE,E) |. 

对 于 以 中 任意 两 个 元 素 zo 和 yo, 我们 有 
pP(zZ0y E, E)<p (yr'E, E) +Pe(2r'E, E)= 
=—p(yob, E)+Pp(lrob, E)<E, 
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因而 MMT'CN, 

如 果 NeN,，xze 叉 , 则 由 定理 1 可知 , 存在 具有 正 的 有 限 测 度 
的 可 测 集 已 使 得 EECN。 对 A 中 的 集 (XE) (zxE)™' 应 用 定理 
2, 我 们 得 到 N 中 的 集 M, 使 得 

MC(CIE) LE) 一 ETIZTTICZN2 

最 后 ,如 果 N= {zx:p(zE,E)<eyeN, 而 zoe N, 则 plrok, Ek) 
之 E。 因 为 5 过 234(E)， 所 以 8 一 p 《xoE,E)<24(zo8); 由 此 可 见 ， 
如 时 

M= {zx:p(CrroE, TOE)<E—p(roE, E)), 
则 MeN。 因 为 
Nr ={rr':p(rE, E)<Ee}= {zr:p(rroE, E)<é), 
所 以 ,对 于 以 中 每 一 个 Xx, 有 
PCrToE, E) Pp rroE, roE) FevoE, E)< 
<(E—p(lroE, E)) +p(Tok, E)=E, 
于 是 zcNzr 因而 MxCN. 上 
定理 6. 启 羡 是 共有 可 分 性 的 可 测 群 , 上 则 对 于 宅 的 瑶 尔 拓扑 
豆 ， 飞 是 局 部 有 办 的 。 如 果 可 测 集 五 具有 非 空 的 肉 部, 划 LCE) 
.>0; 如 果 可 测 集 瓦 是 有 界 的 , 则 KE)<co。 

证 明 . 设 Ne 是 N 中 具有 有 限 测度 的 任意 集 (参看 定理 3)， 
和 着 设 i 是 NN 中 满足 条 件 jo Mo"C No 的 集 。 我 们 将 证 明 Who 是 
有 界 的 。 假 定 Mo 不 是 有 界 的 ， 则 存在 人 中 的 集 入 村 存在 2Mo 中 
元 素 的 叙 列 {zw}, 使 得 

Tnt1€’ rN, n=1, 2， 
根据 定理 1， 存在 具有 正 的 有 限 测 度 的 可 测 集 ,使 得 CM5! 和 
EECN。 由 {zo} 的 性 质 可 知 ，{xw 忆 } 是 不 相交 和 集 的 叙 列 ; 又 因 
为 znECIMoM9'CNo, 所 以 LCNo) 一 coco。 这 与 定理 3 相 了 矛盾， 于 
证 明了 定理 的 第 一 部 分 . 
由 定理 3 可知， 有 非 空 内 部 的 可 测 集 具有 正 的 测度 。 定 至 的 
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最 后 一 部 分 可 由 定理 3 和 下 壕 事实 导出 : 有 界 集 能 被 N 中 任意 集 
的 有 限 多 个 左 转移 所 造 益 。 人 

定理 6 在 其 种 意义 下 是 关于 这 方面 能 够 得 到 的 最 好 的 精 果 
了 。 然而, 如果 我 们 应 用 下 述 事 实 :每 一 个 局 部 有 界 群 可 以 看 作 革 
个 局 部 紧 群 的 稠密 子 群 ， 我 们 就 可 以 把 上 面 的 糙 果 表 成 更 为 有 用 
的 形式 。 我 们 在 定理 8 里 独 出 这 种 表达 的 方式 ， 更 在 我 们 先 祭 明 
关于 局 部 紧 群 中 任意 (就 是 不 一 定 是 右 或 左 不 变 的 ) 具 尔 测度 的 一 
个 精 助 定理。 

定理 7. 设 4 是 局 部 紧 拓扑 群 及 中 的 任意 员 尔 测度 ,了 是 由 
具有 下 列 性 质 的 一 切 元 素 y 组 成 的 集 : 对 于 任意 具 尔 集 包 ECyE) 
二 LCE); 则 了 是 尺 的 阴 子 群 。 

证 明 。 了 显然 是 X 的 子 群 。 为 了 证 明了 是 并 的 ， 设 w% 是 了 
中 任意 固定 的 元 素 ， 并 设 C 是 任意 紧 具 尔 集 。 如果 UU 是 包含 yoC 
的 任意 具 尔 开 集 ， 则 存在 e 的 邻 域 V, 使 得 VyCCU， 因为 Vyo 
基 yo 的 邻 域 ， 所 以 在 了 中 存在 元 素 y, 使 得 ye Vyo。 因 为 yCC 
VyCEU, 所 以 

uC)=H(yC) Eu DU), 

根据 4 的 正则 性 就 有 4(C) 志 uCyoC)。 对 0! 和 和 yoC ( 代 和 区 yo 和 
C) 应 用 这 个 糊 果 ， 我 们 得 到 反方 向 的 不 等 式 ! 于 是 ， 对 于 任意 的 
C, 我们 有 nCC) 二 L(yoC)。 由 此 可 齿 ,对 于 每 一 个 具 尔 集 瓦 w(E) 
二 L(yop), 因而 yotY。 上 | 

可 测 群 的 子 群 如 果 是 一 个 渡 厚 集 (参看 817) ， 我 们 称 这 个 子 
群 是 可 浏 群 的 沼 厚 子 群 

定理 8。 设 (X,S,k) 是 具有 可 分 性 的 可 测 群 ， 划 存在 局 部 紧 
拓扑 群 以 以 及 定义 在 双 体 只 尔 集 类 人 上 的 哈 尔 测度 bo 使 得 辟 是 
苹 的 小 厚 子 群 ， S 汪 SN 并且 当 EeS 和 ~ 六 时 , LCE) 一 
nCB). 

证 表 。 设 苹 是 及 关于 它 的 魏 尔 拓 提 的 增补 , 就 是 讽 , 六 是 一 
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个 局 部 紧 群 , 包含 和 作为 它 的 稠密 子 群 。 考 虑 由 六 的 一 切 这 样 的 
子 集 玉 组 成 的 类 : EN 了 eS。 这 个 类 显然 是 一 个 o- 环 ; 为 了 证 明 
这 个 o- 环 包含 一 切 具 尔 集 , 我 们 将 证 明 ， 它 包含 铬 六 的 拓扑 的 某 
个 基 。 

设 全 是 总 的 任意 元 素 , 巡 是 总 中 单位 元 素 & 的 任意 邻 域 ; 并 
珊 作 是 & 的 邻 域 , 使 得 六 :VC 方 。 因 为 区 和 是 入 中 的 开 集 , 所 
以 在 五 中 存在 可 测 开 集 他 ,使 得 WC 六 站 叉 ; 由 于 (根据 症 的 定 
义 ) 毒 中 的 拓扑 精 构 是 买 作为 合 的 子 空间 而 得 到 的 相对 拓扑 , 因 
此 , 在 马 中 存在 开 集 做 , 使 得 公 = 俏 站 X。 因 为 WW 总 可 以 换 为 
命 门 交 所 以 我 们 可 以 假定 仿 一 俏 而 不 致 斑 失 普 肖 性. 由 于 总 在 
到 中 稠密 ,因此 , 在 及 中 存在 点 zx, 使 得 ztZ 仿 -53 于 是 

Zz € zx 矿 Cz 太一 从 VV-! Vz LU。 

对 于 S 中 每 一 个 局 合 LCE) ==K(ENX); 不 难 验证 ,RR 是 吓 
中 的 只 尔 测 度 。 因 为 当 xe 及 和 所 eS 时 有 K(XE) 一 RC( 苔 ), 由 定 
理 7 可 知 , L 是 左 不 变 的 。 按照 唯一 性 定理 , ! 在 S 上 与 六 中 一 
个 哈 尔 测 讼 重合 。 于 是 ,当世 eS 和 EN 及 =0 时 , LCE)=1(ENX) 
一 0, 就 是 吏 , 及 在 苹 中 是 渡 厚 的 。 

(1) 设 半 是 局 部 紧 拓 扑 群 ，S 是 全 体 员 尔 集 类 , 是 5S 上 的 哈 尔 测 座 , 
合 芝 Xx 加 如 果 S 是 由 一 切 形 如 巨 x 及 的 集 租 成 的 类 ,其 中 巨 eS, 并 兮 
(ExX)=K(E), 则 ( 旋 S,1) 是 一 个 可 测 群 , 不 具有 可 分 性 。 这 个 例子 在 
怎样 的 程度 内 未 现 了 一 般 不 具有 可 分 性 的 可 测 群 的 典型 性 ? 

(2) 语素 是 具有 可 分 性 的 可 浏 群 , 则 集 已 对 于 广 的 魏 尔 拓 托 为 有 界 的 
必要 和 充分 条 件 是 :存在 具有 正 的 有 限 测度 的 可 测 集 4, 使 得 4 被 一 个 测 
废 为 有 限 的 可 测 集 所 包 . 

(3) 定理 7 对 于 波 雷 耳 测 庞 是 否 成 并 ? 

(4) 定理 7 中 所 壕 的 子 群 了 了 是否 必须 是 不 变 铅 9? 

(5) 在 定理 7 的 假设 条 件 下 , 对 于 蕊 中 每 一 个 YY 以 及 每 一 个 具 尔 集 互 ， 
合 f(X) 二 K(XE), 了 是 不 是 过 糖 栅 数 ? 

(6) 下 面 一 柔 列 命题 乓 目的 在 于 粉 出 租 厚 子 群 的 一 个 例子 ， 没 天 是 数 
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直 缕 , 考虑 局 部 紧 拓 扑 群 式 x 司 . 丈 的 子 集 吾 称 为 悉 性 势 关 的 , 如 果 条 件 


和 ri Xi—0, XiéB, 一 II ,4 
一 1 
苇 酒 九 二 … 二 rw 一 0, 其 中 广 是 有 理 数 ， 
(6a) 如 果 瑟 是 天 x 扩 中 测 许 为 正 的 波 雷 耳 集 , 召 是 天 中 线性 乱 关 的 
集 ， 它 的 势 小 于 连 炉 蒋 的 势 ， 则 在 互 中 存在 点 (x, 小 使 得 BU {x} 是 线性 
无 关 集 . (提示 : 存 在 > 的 值 使 By 具有 正 的 测度 , 内 而 具有 过 粮 入 的 势 .) 
(6b) 在 下 x 下 中 存在 集 C, 使 得 (i) 对 于 互 x 环 中 每 一 个 测 庆 为 正 的 
波 雷 耳 集 丈 ;C 人 五 尖 0，(〈 让 ) 由 C 中 一 切 点 的 第 一 个 坐标 粗 成 的 集 B 是 线 
隆 无 关 的 ,，《〈iii) C 与 任何 垂直 直线 至 多 交 于 一 点 。( 提 示 : 把 卫 x 关 中 全体 
测 废 为 正 的 波 雷 耳 集 类 作成 正 序 集 , 利用 (6a), 用 超 限 归 业 法 建立 C.) 
(6c) 珊 吾 是 下 中 具有 下 列 丝 偶 的 绥 隆 无 关 集 :对 于 瑟 中 每 一 个 允 存 
在 吾 的 有 限 子 集 {xyb …， %w} 以 及 对 应 的 有 理 数 有 限 集 {71,…,74}, 使 得 


了 2 


XY 二 Drixi; 


141 
我 们 称 互 是 一 个 海 末 尔 基 . xz 表 为 B 中 元 素 的 有 更 缕 性 粗 合 的 表示 式 是 唯 
一 的 ， 每 一 个 钱 性 钨 关 集 被 一 个 海 末 尔 基 所 包 ，( 提 示 : 利用 超 限 归 入 法 或 
桑 轧 博 助 定理 .) 
(6q) 根据 (6b) 和 (6c), 在 xX 中 存在 集 C, 具有 (6b) 中 所 述 的 性 
质 G)，Gi) 和 (iii), 并 使 得 由 C 中 一 切 点 的 第 一 个 坐标 想 成 的 集 是 一 
个 海 末 尔 基 , 设 + 二 2 xi， 其 中 是 有 理 数 ，(xis 六 ) eC i 二 1，…s 坟 


i=1 
合用) 二 也 riyi， 如 果 2Z={( 和 ;加 : y==f(X)} ( 即 Z 是 了 的 图 银 )， 则 2 
i=1 
是 外 x 及 的 洪 厚 子 状 . 
863. 因 子 群 


在 本 节 内 我 们 假定 : 
所 是 局 部 紧 拓 扑 群 , 4 是 去 中 的 哈 尔 测度 ; 了 是 关 的 紧 不 变 
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子 群 ,是 了 中 使 得 v*( 了 =1 的 哈 尔 测度 ,7 是 从 卫 到 因子 群 
全- X/Y 上 的 射影 . 

虽然 本 节 的 大 部 分 类 果 对 于 并 的 《但 不 一 定 是 紧 的 ) 子 群 了 
成 立 , 但 我 们 只 限于 讨论 紧 子 群 的 情形 , 因为 这 对 我 们 来 识 已 你 名 
用 了 ,和 旦 在 这 种 情形 下 的 施 明 比 一 般 情形 的 证 明 稍微 简单 一 些 。 

定理 1。 如果 紧 集 C 是 了 了 的 陪 集 之 伯 ， 而 U 是 包含 C 的 开 
集 , 虽 在 关中 存在 开 集 仿 使 得 

CECA CEU. 

证 明 。 我 们 可 以 假定 是 有 界 集 而 不 致 琉 失 普 涯 性 合 
Xo 二 DD 则 和 是 紧 集 。 我 们 断言 , 与 UY 一样， Yo 世 是 了 的 陪 
集 之 侠 。 为 了 证 明 这 个 事实 ,假定 zie Xo 且 (zi 一 tx(z2) (因而 
ZX7! xXx2《 了 ); 我 们 将 证 明 zx2e Xo, 设 V 是 za 的 任意 邻 域 , 则 Vxz wi 
是 Zi 的 邻 域 ,因此 UYN Yzcr 0。 因为 21zakYy， 所 以 

TYnY=UYcriznVzri2cTixa 一 
=UYN Vz ri) zr ra 0} 

思 于 VV 是 任意 的 , 这 就 膏 明 了 zcXo。 

由 于 C 是 工 的 陪 集 之 供 , 因此 

xKo— NAC =A KD NC) =0. 
因为 +(CXo 一 U) 和 zz(C) 都 是 紧 集 ,而 XC(U) 是 包含 x(C) 的 开 
集 , 所 以 在 关中 存在 开 集 访 使 得 
z(CJCVCArCU)JCECRo) 和 和 VNzXo—U)=0., 

如 果 zexrrI( 人 )， 从 而 zz)e 访 划 生 (ze 一 ID)， 因 而 
zk Xo 一 U。 但 因 xe Xo, 于 是 xeEU, 因此 Ceca-iV CU, |] 

定理 2。 如 果 人 是 更 的 紧 子 集 ， 则 -1(C) 是 及 的 紧 子 集 ; 
如 果 所 是 六 中 的 具 尔 集 [ 或 波 雷 耳 集 ], 草 rv-!'( 语 ) 是 并 中 的 具 尔 
集 [ 或 波 雷 卫 集 ]. 

证 明 , 设 KK 是 wx-'(C) 的 开 复 疲 . 对 于 C 中 任意 的 
rc"1({z})) 是 了 的 陪 集 ,因而 是 紧 集 ; 于 是 , K 包含 有 限 子 类 KK(2) 
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使 得 7-!({)) CUCD 一 KC2)。 根据 定理 1, 在 及 中 存在 开 集 
六 (z) 使 得 
nt({2DEVODO SA VR EU). 
因为 CC 是 紧 集 ， 记 以 CC 包含 有限 子 集 {zx1，…，Z,} 使 得 CC 
UVCz); 于 是 
CCU VEICU UKCG), 

因此 , rc-1(C) 是 紧 集 。 

定理 中 关于 具 泵 集 和 波 备 耳 集 的 结 蓝 可 由 上 恨 的 精 果 以 及 下 
过 事实 得 出 : Gy 集 的 原 像 ( 对 于 从 是 Gs 集 , 由 站 中 原 像 属于 某 个 
预先 指定 的 呈 环 的 一 切 集 租 成 的 类 是 一 个 呈 环 。， 上 

由 定理 2 可 知 ,如 果 卫 和 有功 中 的 可 测 性 都 了 解 为 按照 具 尔 意 
义 的 可 浏 性, 或 都 了 解 为 按照 波 雷 耳 意 义 的 可 测 性 , 划 变 换季 是 可 
测 的 。 换 一 句 话 足 , rx-! 对 于 可 测 集 的 变换 是 合 人 满意 的 : 现在 我 
们 要 间 ， x"! 对 于 测度 的 变换 如 何 ? 

定理 3。 如 果 R= 一 tr! 划 记 是 申 中 的 哈 尔 测度 。 

证 明 。 因 为 紧 集 或 非 空 开 集 的 原 像 (对 于 7) 分 别 是 紧 集 或 非 
宏 开 集 ， 所 以 在 紧 集 上 为 有 限 而 在 非 空 波 雷 耳 开 集 上 为 正 。 剩 
下 需要 证 明 的 是 的 左 不 变性 。 

谣 语 十 作 中 的 波 雷 耳 集 , Zoc 避 ,并 设 zo 是 及 中 使 得 tx0) 一 Zo 
的 元 素 。 如 果 zkzoxz1( 互 )， 旭 (因为 地 是 一 个 同 态 ) x(x) exo 局 
因此 


zor~1(B)CA (vo). 
反之 , 裔 zer-1 (zo 有 局 ， 则 NCx) Exo 局 因而 <(ziz) = 六 rz eB 
由 此 有 好 tex (六 )， 从 而 zezor!'( 到 ). 于 是 ,我 何 已 经 证 明了 
TxoE) Sror (FE), 
田 此 得 到 
LLoB) =p ZoB) pro EB) = EB) =LE), | 
定理 4 加 果 fe52+(X), 并 且 
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g(t) = 人 fly) dr(y), 


则 ge 524( 玉 )， 并 且 在 吧 + (各 ) 中 存在 (唯一 确定 的 ) 函数 8 使 得 
g 一 8 。 

证 明 。 如 果 f(y) = 疙 zy)， 划 因 了 是 连续 的 ， 所 以 所 在 了 上 
连 入 ,因而 可 积 。 f 是 一 致 速 毯 的 ， 就 是 沼 ， 对 了 于 每 一 个 正 数 8, 存 
在 e 的 邻 城 U 使 当 冯 好 !eD 时 有 |FKzD 一 Kza) ]<e。 如 果 
ZL ， 划 

《zy) (zay) 一 一 Z103l6 U, 
因而 
IgGzD —g Cr) | Sf 1 fCr) fr) dry) <s, 


所 以 g 是 回炉 的 。g 显然 是 非 负 的 ; 又 因 
{zx:gX)F0T{r: fz) FAF0)Y, 
于 是 有 gc 1CX).。 
如 果 TCZzD 一 (za)， 则 xz71izae 了， 由 ?的 左 不 变性 可 知 


ge) = frm) = ferir) hy) =gCz2). 


于 是 , 车 合 gC2) 二 g(z), 其 中 X=7z(z), 则 在 叶 上 无 歧义 地 定 出 
了 一 个 画 数 g; 显然 , gg7。 对 于 数 下 和 钱 上 的 每 一 个 开 集 MM 我 
们 有 
{Z:g(z) eM)=R({r:g (zx) eM)) 

(参看 $839 定理 1), 因为 工 是 开 变 换 , 所 以 如 是 连续 的 。 由 于 壬 将 
有 界 集 {zx:g(z) 关 0) 上 映 为 及 中 的 某 个 有 界 集 , 膨 此 , 8 《+4( 议 )， 
因为 区 将 及 映 为 整个 空间 这 所 以 g 是 唯一 的 ， 

定理 5。 如 果 C 是 及 中 的 紧 上 中 尔 集 ,并且 g()=?(x-!'CN 六 
则 存在 (唯一 确定 的 ) 定 义 在 个 上 的 只 尔 可 测 且 可 积 的 画 数 8， 个 
得 g 二 gr。 如 果 C 是 了 的 陪 集 之 俐 ) 则  “ 
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J ga =ncC). 
证 明 。 设 人 f%} 是 1(X) 中 丽 数 的 第 起 叙 列 ,使 得 对 于 XX 中 
每 一 个 过 lm, fn (Zz) 一 XeGZ) 。 如 时 
gut) = farsadr (n=l,2,., 


则 {gw) 是 &+(CX) 中 效 数 的 表 减 氢 列 (参看 定理 4), 于 是 (例如 ， 
根据 有 界 收 伊 定理 ), 对 于 广 中 每 一 个 x， 


lim, ga(D= 人 eco rly) =f xie) rly) = 
=—rCx-C NY) —g(7). 
”根据 定理 4, 对 于 乌 一 个 正 整 数 n, 在 S24( 咱 ) 中 存在 两 Em 


im, 六， 显然 , 8 一 gz。 因为 (839 定理 3 ) 


fs gd | gdu= / vr-ICN Ydulr), 
者 且 {x;?《xCN 了 六 0}C{z:z-'CN Y 了 0)} 一 CY, 由 ?的 有 限 性 
和 可知， g 是 可 积 的 。 
最 后 , 设 C 是 并 的 陪 集 之 供 , 则 
Y， 若 zk C， 

me] 

z-1CN Y= ze 
于 是 

f gar= feau=f ra CN yd) =pC), 1 


定理 6。， 褒 巨 是 天 中 任意 贝尔 集 ,如 果 
gg(z) rEN Y), 
则 存在 (唯一 确定 的 ) 定 义 在 总 上 的 上 只 尔 可 测 夯 数 gs, 使 得 gs 一 人 eA. 
证 明 。 我们 首先 注意 到 (根据 Y 中 拓扑 的 定义 ), rz“!ENY 是 
Y 中 的 具 尔 集 , 因此 , 对 于 任意 的 z, gg(z) 总 是 有 定义 的 。 
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设 眉 是 由 能 使 定理 的 烙 花 成 立 的 一 切 集 已 组 成 的 类 ， 则 由 定 
理 5 可 知 , 一 切 紧 具 尔 集 属于 EE。 根据 (有 限 ) 测 度 » 的 基本 性 质 ,E 
封 阳 于 正常 差 ,不 相交 有 限 伐 以 及 单调 件 ， 单调 交 的 运算 ， 因此 下 
包含 一 切 具 尔 集 。 | 

定理 7。 设 巨 是 下 中 任意 中 尔 集 , 如 果 gs 是 全 上 唯一 确定 
的 具有 下 烈性 质 的 只 尔 可 测 丕 数 ;对 于 六 中 每 一 个 2 

BgCTL)) =7 C0-EN Y) =galz), 
则 对 于 每 一 个 员 尔 集 巨 有 


[és R=uE). 
证 明 。 对 于 全 中 每 一 个 具 尔 集 书 合 
nCE)=/ Bedi= /rEN YduC®). 


因为 对 于 每 一 个 紧 具 尔 集 C, XC) 是 有 限 的 (定理 5), 送 且 显 
然 是 非 负 的 ,所 以 2 是 习 中 的 具 尔 测度 。 设 xotX, 于 是 


AzoF) = |gr Cr duu) = rENY dz) = 


一 fx EN Yd) = |gs Cro TX du(T) = 


”= eau(a =X(E), 


就 是 咒 ,， 4 是 左 不 变 的 。 由 唯一 姓 定 午 可 知 ,，4(E) 二 cutE)， 共 中 
c 是 某 个 常数 。 如 果 C 是 紧 具 尔 集 ， 霸 且 是 了 的 陪 集 之 伯 ， 则 根 
据 定理 5，1(C) = 二 kL《C), 又 因为 存在 使 K(C) >0 的 这 种 集 C， 所 
以 c 一 1。 | 


864， 哈 尔 测 度 的 正则 性 


本 池 的 目的 是 要 永明 , 每 一 个 哈 尔 调 度 是 正则 的 。 在 本 节 闪 ， 
除去 最 后 一 个 定理 外 ,我们 假定 : 
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芝 是 局 部 紧 和 0 呈 紧 的 拓 扩 群 , 4 是 X 中 不 恒 等 于 零 的 左 不 变 
具 尔 测度 (因而 在 一 切 非 空 具 尔 开 集 上 取 正 值 ) 。 

汶 了 用 起 来 方便 起 内, 我 们 引进 下 面 的 精 助 概念 。 设 了 是 由 
具 尔 集 粗 成 的 一 个 0- 环 ,满足 下 列 条 件 ; 当 EeT 和 xe 六 时 , XEeT; 
我 们 称 工 是 不 变 0- 环 。 因为 仅 体 具 尔 集 类 是 一 个 不 变 0 环 , 井 卫 
任意 多 个 不 变 0- 环 的 交 仍 是 一 个 不 变 0- 环 , 所 以 ， 如 果 EE 是 具 尔 
集 的 任意 类 , 我 们 可 以 把 包含 E 的 一 切 不 变 0- 环 的 交 定 义 汶 由 下 
产生 的 不 变 呈 环 。 

定理 1， 褒 记 是 一 个 具 尔 集 类 , 下 是 由 产生 的 巴 变 0- 环 ， 
上 则 丁 与 由 类 (XE:xe 有 ,EtE}) 产生 的 o- 环 To 重合 ， 

证 明 。 对 于 X 中 每 一 个 + 以 及 E 中 每 一 个 ,我们 有 zrEeT， 
因此 JoCT; 于 是 ， 只 须 证 明 To 是 不 变 的 。 说 zo 是 了 中 任意 固 
定 的 元 素 。 由 能 使 关系 式 XoFeTo 成 立 的 一 切 具 尔 集 下 组 成 的 类 
是 一 个 呈 环 ; 而 对 于 人 中 每 一 个 和 EE 中 每 一 个 ,有 zo(z 匹 ) 
一 (zoz)EeTo, 所 以 上 述 o- 环 包含 To。 换 一 句 话 芳 ， 我 们 已 殊 诈 
朋 , 如果 FeTo, 则 zofeTo。 | 

定理 2. 避 下 是 测 冻 为 有 陷 的 只 尔 集 的 可 列 类 , 是 由 玉 产 
生 的 了 予 变 0~- 环 ， 唱 由 T 中 测度 为 有 限 约 一 切 集 粗 成 的 度量 空间 
(度量 p 由 等 式 p(B,) 一 LCEAR) 定义 ) 是 可 分 的 。 

让 明 。 因 为 可 分 度量 空间 的 每 一 个 子 空 关 是 可 分 的 ， 所 以 只 
须 征 明 , 存在 由 具 尔 集 租 成 的 o- 环 To, 使 得 TCTo, 并 使 得 To 能 
由 测度 为 有 限 的 集 的 可 列 类 产生 (参看 $40 定理 2)。 由 于 及 是 
一 个 员 尔 集 , 因此 , 对 于 EE 中 每 一 个 五 了 x 巨 是 卫 x 及 中 的 具 尔 
集 。 如果 会 SCr;》) 二 《Tzy)， 则 对 于 中 每 一 个 BSC(XxE) 也 
是 羡 xXX 中 的 具 尔 集 。 因 此 ， 对 于 EE 中 每 一 个 蕊 ,存在 测度 为 有 
限 的 矩形 的 可 列 类 Ra, 使 得 S(X xEE)eS(Rg)。 设 To 是 由 一 切 
Rz 中 的 一 切 所 形 的 一 切 边 组 成 的 类 所 产生 的 0- 环 ,其 中 EtE, 则 
对 于 E 中 每 一 个 五 显然 有 
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SC(XxE)eTox To. 
因为 Tox To 中 集 的 每 一 个 怜 口 属于 To, 于 是 ， 对 于 站 中 每 一 个 
工 和 上 中 每 一 个 EE， 
XE=X(XXE).= CXXE)),e To: 

因此 (根据 定理 1), TCTo。 1 

定理 3. 褒 工 是 不 变 c- 环 ,了 是 到 中 的 (了 T) 可 测 画 数 ,并 锅 
y 是 及 中 这 样 的 元 素 ; 对 于 工 中 每 一 个 ,pCyE, 忆 ) 一 0; 于 是 ,对 
于 六 中 每 一 个 x f(y 2) 二 f(zX)，。 

证 明 。 设 巨 是 下 中 测度 为 有 限 的 任意 集 , 则 


0~pyE, E)= / [yg (2) —XE(z) [du(x) = 


= /lxaG's) —XECT) [dul 7) 。 
于 是 ,对 于 每 一 个 (T) 可 测 的 可 积 简单 画 数 串 
few) a dncz) =0. 
因为 可 以 由 这 类 而 数 来 通 近 , 所 以 
ffey'z) ~fer) dnlz) ~0. 


由 于 上 面 这 个 积分 的 被 积 画 数 局 于 2+, 应 用 $55 定理 2 就 得 到 定 
理 的 车 论 。 | 

定理 4， 襄 卫 是 由 宅 的 测度 为 有 限 的 双 体 集 产生 的 不 变 呈 
环 , 并 且 卫 至少 包含 一 个 具有 正 测 度 的 有 界 集 。 如 果 下 是 一 个 集 
类 , 宅 在 工 中 测度 为 有 限 的 全 体 集 组 成 的 度量 空间 中 称 密 ,并 识 

Y={y:pGQYE, E)=0, EeE), 

则 了 是 互 的 紧 不 变 子 群 。 

证 明 。 如 果 Yo 二 {y:P(yE, 忆 ) 二 0, 已 cT}， 则 显然 有 芒 C 了 。 
另 一 方面 ,如 果 了 画 是 T 中 测度 为 有 限 的 集 ,， 旭 对 于 每 一 个 正 数 2 
在 己 中 存在 集 书 使 得 pC 刀 , 刀 < 夸 。 于 是 , 著 ye 则 
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OptyPo, Eo) EPpyBo, yE) + plyE, E) +plE, Eo)<E, 
因为 8 是 任意 的 ,所 以 yt Yo， 因而 Y= 

如 果 刀 和 都 属于 了 而 属于 T, 则 

0 委 p(3T 9 E, E)S<Pp yy E,y2E) + ply2 E, 五) 。 
因为 y%EeT 而 pGOT Yy3 By2 EB)=Pp(y2 BE, yy BB), BD yi ye Y; 
因此 , 了 的 确 是 的 子 群 . 设 yeY xeX, 并 EL EeT, 则 xEeT 
而 P(x yxE, 忆 ) 二 p(yXE, YE) 一 0; 因而 了 是 不 变 的 。 

如 果 刀 是 TT 中 具有 正 测度 的 有 界 集 ， 则 因 汶 对 于 中 每 一 
个 y 有 PCyE0， 嫩 ) 一 0， 所 以 yo 门 如 了 关 0。 于 是 ye Bo BY， 因此 ， 
了 被 有 界 集 oo 后 ' 所 包 , 最 后 ,我 们 证 明 了 是 并 的 (因而 是 紧 的 ); 
我 们 注意 到 ， 

Y= geg{y:PCyE, FE)=0), 
由 861 定理 1 即 得 糙 论 。 | 

定理 5. 设 巨 是 卫 中 的 任意 具 尔 集 , 划 序 在 及 的 紧 不 变 具 尔 
子 群 Y, 使 得 瑟 是 了 的 陪 集 之 傣 ， 

证 明 。 设 (0) 是 紧 具 尔 集 的 叙 列 , 使 得 EeS({C,)), 半生 至 
少 有 一 个 C; 具有 正 的 测度 。 对 于 每 一 个 记 设 { 记 ) 是 到 (和 ) 中 
具有 下 列 性 质 的 画 数 的 竹 减 委 列 ， 对 于 蕊 中 每 一 个 xz, limy fi;(2) 
一 XcikzZ。 对 于 每 一 个 正 的 有 理 数 7, {z: f(z) 产 7} 是 一 个 紧 具 
尔 集 ; 珊 工 是 由 一 切 具 有 这 种 形状 的 集 狂 成 的 类 所 产生 的 不 变 0- 
环 。 由 定理 2 可知,T 中 测度 为 有 限 的 一 切 集 钥 成 的 度量 空间 是 
可 分 的 ; 设 叙 列 (5,) 在 这 个 度量 空间 中 稠密 。 如 果 

Y= /\%- {ypOE,, E,) =0}, 
则 根据 定 运 4,，Y 是 及 的 紧 不 变 子 群 , 而 根据 $61 定理 1，Y 是 只 
尔 集 . 

因为 每 一 个 万 是 (T) 可 测 的 , 由 定 召 3 可知 , 对 于 Y 中 每 一 
全 > 和 天 中 每 一 个 xX, fiy(y71X) 二 (Xx)， 于 是 ,对 于 了 中 每 一 个 
以 及 每 一 个 i 一 1， 2 xciC 了) 一 MeiGz)， 也 就 是 ?C 一 Ci 
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对 于 了 中 每 一 个 y, 一切 能 使 等 式 y= 矿 成立 的 集 下 租 成 一 个 呈 
环 ; 因此 ,对 于 了 中 每 一 个 y, yE= 忆 。 由 此 有 EY 了 B= jxgYx; 
换 一 包 话 台 , 是 不 变 子 群 的 陪 集 之 件 。 上 
定理 6。 如 果 {e} 是 一 个 只 尔 集 , 虽 及 是 可 分 的 。 
证 明 。 设 {U,} 是 使 得 {e}) 二 门 %-,U 的 有 界 开 集 县 列 .我 
们 在 前 面 已 经 看 到 , 可 以 假定 
UnuCCU,, n=1,2,.,. 
而 不 致 到 失 普通 性 。 设 {C;}) 是 使 得 X= U2C; 的 紧 集 投 列 ; 因 
为 每 一 个 C; 是 紧 的 , 所 以 ,对 于 每 一 个 i 和 7, 存在 Ci 的 有 限 子 集 
{z90》 使 得 CIC US 。 我 全 现在 证 明 , 可 列 类 {zx8U) 是 
一 个 基 。 
我 们 首先 证 明 , 如 果品 是 e 的 任意 邻 域 , 则 存在 正 整 数 7, 使 
得 ee U,CU。 事实 上 ,因为 
{e}= /U0,= NU, 


村 且 et U, 所 以 
M5 ~—0)=C ,0D,)-U=0., 

由 于 {0 一 U} 是 紧 集 的 逢 减 叙 列 , 具有 实 的 交集 , 因此 , 对 于 2 的 
至 少 一 个 值 , 集 U, 一 UCCU, 一 U) 是 空 的 。 

现在 设 z 是 基 的 任意 元 熔 而 V 是 x 的 任意 邻 域 .因为 xz!'V 
是 e 的 邻 域 ， 所 以 存在 e 的 邻 域 口 使 得 UUCzx™!V; 双 由 上 一 
段 可 知 , 存在 正 整 数 % 使 得 ee U, CCU。 由 于 ze U21G, 于 是 ,对 
于 的 某 个 值 有 ze Cl， 因而 对 于 了 的 某 个 值 有 zez 人 PU。 由 此 
得 到 xf? exUx', 于 是 有 

Zkd UTCzU UA CU UCrrz ' V=V,. 

由 定理 5 和 定理 6 可 以 得 到 下 面 这 个 合 人 惊奇 的 同时 也 是 很 
有 用 的 精 果 。 

定理 7- 说 妃 是 台中 的 任意 上 只 尔 集 , 期 存在 美的 紧 不 变 子 群 
了 , 使 得 妃 是 区 的 隘 集 之 余 ， 并 使 得 因子 群 闷 / 科 是 可 分 的 。 
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证 明 。 由 定理 5 可 知 ， 存 在 紧 不 变 具 尔 子 群 了 使 得 已 是 了 
的 陪 集 之 余 。 设 了 = 门 >-.U0%,， 其 中 {U,} 是 开 集 的 叙 列 , 则 对 于 
每 一 个 正 整数 2， 在 因子 群 及 -= X/Y 中 存在 开 集 UD,, 使 得 

YCa-iU, CU,, 
其 中 必 是 久 在 羡 上 的 射影 (参看 863 定理 1)。 于 是 有 Y= 
门 3_we-1(D,), 从 而 有 {8} 一 门 >_10,; 由 定理 6 可 知 , 及 是 可 分 
的 。 

定理 8. 天 中 每 一 个 哈 尔 测 度 是 增补 正 别 的 ， 

证 明 。 只 须 证 明 , 如 果 坟 是 任意 有 界 开 集 ， 则 呆 必 包含 满 是 
下 列 条 件 的 具 尔 集 已: U 一 互 能 被 测度 为 零 的 一 个 具 尔 集 所 巡 盖 。 
对 于 狂 定 的 U0, 我 们 选择 具 尔 集 ECCU) 使 xCE) 为 最 大 。 根 据 
定理 7， 存在 和 的 紧 不 变 子 群 使 得 五 是 了 的 陪 集 之 做， 并 使 
得 因子 群 苹 (=X/Y) 是 可 分 的 。 

设 z 是 卫 在 了 上 的 射影 , 送 合 下 =7-1X(U 一 忆 ); 我 们 现在 
证 明 , 及 是 测度 为 等 的 具 尔 集 。 由 于 已 是 了 的 陪 集 之 代 ， 因 此 
TU 一 媚 ) 一 AU 一 上 (本 ); 因为 KU) 是 可 分 宰 间 中 的 开 集 ， 所 
以 zx(U) 是 了 中 的 具 尔 集 (参看 850 定 理 5) 。 由 关系 式 = 
-x(U) 一 区 可 知 , 的 确 是 一 个 具 尔 集 . 

因为 及 中 双 体 具 尔 开 和 集 类 是 一 个 基 ， 所 以 , 对 于 U 一 巨 中 每 
一 个 点 XZ， 存在 具 尔 开 集 Vz) 使 得 Xe VCz)CU, 因为 {XCVC2)): 
XEU- 玉 ) 是 XCU~) 葛 一 个 开 复 盖 , 又 因为 化 是 可 分 的 , 所 以 ， 
存在 一 玉 中 的 点 叙 列 {zi} 使 得 

xU—ECUA Vn)). 
由 于 <(U 一 五) 一 (TD 一 x(E), 我 们 有 
AU—EPCUY AV) —AE)= U,V) —E). 
由 此 可 昂 ,为 了 完成 这 个 定理 的 证 明 ,我 们 只 须 证 明 , 对 于 被 可 所 
包 的 每 一 个 具 尔 开 集 V， 有 
per V—E))) =0; 


§64 第 十 二 瘟 群 时 的 测 许 和 拓扑 303 


现在 我 何 就 来 导出 这 个 车 果 。 (首先 我 们 注意 到 ，- 上 面 用 以 堆 明 
TX(U 一 E) 是 具 尔 集 的 论点 ， 如 果 把 口 换 成 V, 仍然 可 以 应 
用 .) 
如 果 了 是 被 C 所 包 的 具 尔 开 集 ， 划 根据 关于 互 的 最 大 性质， 
有 wkV 一 万 ) 一 0。 如果»” 是 了 中 使 得 ?CY 了 ) 二 1 的 哈 尔 测 度 , 落 合 
= tr 和 g(rz)=Y(z (CV 一 E)NY), 期 (参看 863 定理 7) 存 在 
天 上 的 ( 非 负 ) 具 尔 可 测 函 数 8 使 得 g 一 gz 和 


0=~4(V—E) =/ gan= gdu> 
> ,VE N YA 0: 


由 等 式 

XVE)N Y= VN YY — (x EN Y) 
证 知 ， 如 果 ze V, 则 egzVMY 如 果 Xe E, 则 Xx-'E 门 Y 了 0， 
于 是 ,车 zeEV 一 思 , 则 x-'(V 一 E) 几 了 是 了 的 非 鹤 开 子 集 ， 由 此 
可 电 ， 如 果 zkxzrIz(Y 一 瑟 )， 从 而 对 于 V 一 已 中 全 个 mm 有 Xt(z) 
二 XX(X0)， 有 其 

g(X) =gTH)) gL0)) =g (00) >0; 
根据 $25 定理 4 就 有 xCr-r(V 一 E)) 一 0 上 

定理 9。 设 愉 是 任意 (不 一 定 是 0- 紧 的 ) 局 部 紧 拓 扑 群 。 如 
果 忆 是 筷 中 的 左 不 变 波 雷 耳 调度 , 划 玉 是 增补 正则 的 。 

证 明 。 对 于 区 中 任意 波 雷 耳 集 为 存在 及 的 0- 紧 开 子 群 儿 
使 得 CZ。 根据 定理 8, 4 在 Z 上 是 增补 正则 的 , 因此 ,在 2Z 中 存 
在 具有 下 列 性 质 的 集 4 和 B;4 和 BB 是 和 的 具 尔 子 集 ,并 电 

ACECD, uCB— A)=0. 
内 为 Z 在 环 中 既 为 开 集 又 为 天 集 ， 所 以 4 和 BB 也 是 站 的 具 尔 子 
集 。 上 是 
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